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CAPITOLO

1
GEOMETRIA PROIETTIVA

1.0 Introduzione e prime definizioni

Lo spazio proiettivo nasce storicamente col completamento (o “compattificazione”) dello spazio
affine, cui si aggiungono “punti all’infinito” nei quali si incontrano rette affini parallele. Nelle pros-
sime lezioni daremo un senso a queste parole, chiarendo come l'impianto appena descritto si possa
interpretare tramite le seguenti definizioni:

Definizione 1.0.1. Lo spazio proiettivo associato a un K-spazio vettoriale V é
P(V) = V\{0}/~
dove v ~ w <= I\ € K* =K\ {0} tale che v = Iw.
In altre parole, P(V') & 'insieme delle rette (= sottospazi vettoriali 1-dimensionali) di V:
P(V) +— rettedi V
[v] —  Span(v)
[v] i T

generatore
qualsiasi di r

Definizione 1.0.2. |dim P(V) := dimk (V) — 1|

P(V) non & uno spazio vettoriale.

Esempio 1. Se V = {0}, allora P(V) =0 e dunque ) é uno spazio proiettivo di dimensione

dim{0} —1=0—1=—1

Esempio 2. Se dimV =1, allora tutti gli elementi di V '\ {0} sono equivalenti tra loro, |P(V)| =1 e
dimP(V) =1—-1 =0, dunque uno spazio proiettivo di dimensione 0 é un punto.
Esempio 3. Se K = Z/2z ¢ V = K2, allora dimP(K?) = 2 — 1 = 1. Poiché \ € Z/2z = {0,1}, dati
v,we K2 v~ we v=w, percio
P(K?) = K2\{0}/~. = K2\ {0} e quindi |P(V)| =3

Notazioni/Terminologia: uno spazio proiettivo di dimensione 1 si chiama retta proiettiva; invece
uno di dimensione 2 si chiama piano proiettivo. Se V = K", allora P(K") si indica spesso con
P"~1(K) = |dimP" ' (K) =n — 1|

D’ora in poi tutti gli spazi proiettivi considerati avranno dimensione finita, cioé saranno P(V') con
dimV < +o0.



1.1 Trasformazioni proiettive

Definizione 1.1.1. Data f : P(V) — P(W) funzione tra spazi proiettivi, allora f si dice trasfor-
mazione proiettiva, se Ip : V. — W lineare tale che f([v]) = [p(v)] Yo € V\ {0}. In tal caso f
st dice tndotta da .

Osservazione 1. Se f ¢ una trasformazione proiettiva indotta da o, allora ¢ é iniettiva.

Infatti, se Ker ¢ # {0}, allora Jv € Ker ¢ \ {0} tale che [¢(v)] = [0], ma non esiste, mentre f([v])
avrebbe senso, per cui f([v]) = [¢(v)] non varrebbe Vv € V' \ {0}.

Osservazione 2. Se ¢ : V. — W ¢ lineare e iniettiva, allora ¢ induce f : P(V) — P(W) definita
da 1 (1) = [o(v)] Yo e V\ {0}.

Dobbiamo solo controllare la buona definizione di f, cioé che v ~ w = ¢(v) ~ p(w) ﬂ
Questa condizione ¢ banalmente verificata: v ~ w = 3\ € K* tale che

v=2w = p(v) = p(w) 7 Ap(w) = p(v) ~ p(w) ]
Osservazione 3. Tutte le trasformazioni proiettive sono iniettive.

Infatti, sia f : P(V) — P(WW) indotta da ¢ (d’ora in poi scriveremo f = [¢]|). Abbiamo appena
visto che ¢ € necessariamente iniettiva.

Siano v,w € V \ {0}, supponiamo f([v]) = f([w]), percid [p(v)] = [¢(w)] = ¢(v) = Ap(w), con
A € K =T p(v) = p(A\w) =] v = \w = [v] = [w], dunque f & iniettiva.

Proposizione 1.1.1. Id : P(V)) — P(V)) ¢ una trasformazione proiettiva VP(V').

Proposizione 1.1.2. Se f : P(V) — P(W), g : P(W) — P(Z) sono trasformazioni proiettive,
allora anche go f lo é.

Dimostrazione. (Proposizione [1.1.1) Id : P(V) — P(V) ¢ indotta da Id : V. — V che ¢, ovvia-
mente, lineare e iniettiva.

(Proposizione Se f = [p], con ¢ : V — W lineare, e g = [¢)], con ¢ : W — Z lineare, allora
go f & indotta da 1 o ¢, in quanto Yo € V' \ {0} go f([v]) = g(f([v])) = g([cp(v)}) = [w(gp(v))} e,
0

infine, ¥ o ¢ ¢ lineare e iniettiva in quanto composizione di funzioni lineari e iniettive.
Proposizione 1.1.3. Data f : P(V) — P(W) trasformazione proiettiva, sono fatti equivalenti:
@ f é surgettiva;
@ [ é bigettiva;
@ dimP(V) = dim P(W);
@ f ¢ invertibile e f~1: P(W) — P(V) ¢ una trasformazione proiettiva.
Una f con le precedenti proprietd si chiama isomorfismo proiettivo.

Dimostrazione. Poiché f & necessariamente iniettiva, si ha (D<= @2).

(@:>@) Data f bigettiva, mostriamo che, detta ¢ : V. — W una mappa lineare che induce f,
anche ¢ & bigettiva. Gia sappiamo che e iniettiva. Dato w € W, se w = 0, ovviamente w € Imm ¢,
altrimenti, per surgettivita di f, Jv € V' \ {0} tale che [w] = f([v]) = [¢(v)], ciot w = Ap(v) per
qualche \ € K*, da cui w = ¢(Av) e w € Imm ¢, dunque ¢ : V. — W & surgettiva. Percio, essendo ¢
un isomorfismo lineare, dim V' = dim W, da cui dimP(V) =dimV — 1 =dim W — 1 = dim P(W).

'Pilt pedantemente, se [v] = [w], cioé v ~ w, allora f([v]) = f([w]), cioe [¢(v)] = [p(w)], ossia p(v) ~ @(w).

2 & lineare.

3 Avremmo dovuto pure controllare che in effetti [QD(’U” esista Vv # 0, ma questo & proprio dovuto all’iniettivita di ¢.
4 & lineare.

5y & iniettiva.



(®=@®) Data f = [¢], con ¢ : V. — W lineare, visto che dimP(V) = dimP(W), segue che
dimV = dim W, per cui, essendo ¢ iniettiva, ¢ & un isomorfismo lineare, percio Jo~' : W — V
lineare inversa di ¢. E immediato verificare che [p~!] : P(W) — P(V) sia Dinversa di f (ed &, per
costruzione, una trasformazione proiettiva).

(@®=@O (0 @) E ovvia. O

Una trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V) ﬁsi chiama proiettivita ed ¢ automaticamente
un isomorfismo proiettivo, per la Proposizione Poiché la composizione di proiettivita e una
proiettivita, 'insieme delle proiettivita di P(V') & un gruppo denotato con Mostreremo
infatti che, se ¢,¢’ : V. — W inducono entrambe f : P(V) — P(WW), allora I\ € K* tale che
=g
Osservazione 4. [ punti fissi di una trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V') sono in bigezione
con gli autospazi 1-dimensionali di o :' V — V| dove ¢ é una mappa lineare che induce f.

Infatti,
f([v]) = [v] <= @(v) = Mo

Esercizio 1. Se f : P(V) — P(V) é proiettivita tra spazi proiettivi su R, con dimP(V') pari, allora
f ha (almeno) un punto fisso.

Dimostrazione. Data f = [¢], con ¢ : V. — V lineare, per ipotesi, dimV = dimP(V') 4+ 1 & dispari,
per cui il polinomio caratteristico di ¢ ha grado dispari ed ammette (almeno) una radice. Dunque ¢
ha (almeno) un autovalore e f ha (almeno) un punto fisso. O

Con la stessa dimostrazione si vede che ogni proiettivita f : P*"(C) — P™(C) ha (almeno) un
punto fisso.

6Siamo nel caso di V = W.
"Usiamo anche che sono degli isomorfismi.
8Per ragioni che saranno ovvie successivamente.



1.2 Sottospazi proiettivi

Definizione 1.2.1. Un sottospazio proiettivo di P(V') e un sottoinsieme S C P(V) tale che, se
7: V\{0} — P(V) ¢ la proiezione, allora S = w(H \ {0}) per qualche sottospazio vettoriale H di V.

Per costruzione, S & esso stesso uno spazio proiettivo e dim S = dim H — 1.
Spesso si indica S con P(H).
C’¢ una bigezione tra i sottospazi vettoriali di V' e i sottospazi proiettivi di P(V):

{ssp vett di V} <— {ssp proiett di P(V)}
H R m(H \ {0})
G ISR () S
Esercizio 2. E’facile verificare che o e B siano una linversa dell’altra.
Proposizione 1.2.1. Dati S;, coni € I, sottospazi proiettivi di P(V'), (| Si € un sottospazio proiettivo
el
di P(V).
Dimostrazione. Vi € I sia H; C V il sottospazio vettoriale tale che S; = P(H;) = 7 (H;\ {0}). Dunque

QI S; = iQIﬂ'(Hz‘ \{0}) = ﬂ(Q; (H; \ {0})) = P(Qz H) & un sottospazio proiettivo. O

In generale, come accade per i sottospazi vettoriali, I'unione di sottospazi non ¢ un sottospazio,
per cui si rende necessaria la seguente nozione.

Definizione 1.2.2. Il sottospazio generato da A C P(V) (o sottospazio somma) é il pit piccolo
sottospazio proiettivo che contiene A e si indica con L(A).

L(A) ¢ ben definito: si ha infatti L(4) = [ S.

SDA
S ssp
Per quanto visto sopra, (] S € un sottospazio e, per costruzione, & chiaramente contenuto in qualsiasi
SDA
S ssp

sottospazio che contiene A ﬂ
Dati i sottospazi S1, 52 C P(V), spesso L(S1 U S2) si indica con

L(S1,S2) = “sottospazio generato da S ed So”
Proposizione 1.2.2. Se S; = P(H;) e Sy = P(Hs) sono sottospazi di P(V'), allora
L(Sl, SQ) = P(Hl + HQ)

Dimostrazione. Dal momento che Hy C H; + Ho, S; = P(H;) C P(H; + H2) e, analogamente, anche
Sy C P(Hy + Hs), dunque S; U Se C P(H; + Hj), per cui, per la minimalita del sottospazio generato,
L(S1,52) = L(S1USy) C P(Hy + Hy). D’altro canto, L(S; U S2) = P(H) per qualche sottospazio
vettoriale H C V. S1 C L(S1,52) = Hy = m *(S1) U{0} C 71 (L(S1,52)) U{0} = H e, allo stesso
modo, anche Hy C H, ma H & un sottospazio vettoriale, per cui (vedasi corso di Geometria 1)

H,+HyCH— P(H1 +H2> - P(H) = L(Sl,Sg)

Teorema 1.2.3 (Formula di Grassmann proiettiva).
Siano S1,S2 C P(V) sottospazi, allora dim L(Sy,S2) = dim S7 4+ dim Sy — dim(.S7 N Sa).

9Stiamo anche usando che P(V) D A e che P(V) sia un sottospazio di P(V'), dunque che la famiglia su cui facciamo

I'intersezione sia non vuota e, per costruzione, A C () S.
SDA
S ssp



Dimostrazione. Siano S1 = P(H;), S2 = P(H3), allora, usando la Formula di Grassmann vetto-
riale, otteniamo

dim L(S1, S5) Prop. 23] 410 P(Hy + Hy) = dim(H; + Hy) — 1 =

Grass. vett.

dim Hq 4+ dim Hy — d1m(H1 N HQ) —1=
= dlmP(Hl) + 1+ dlmP(Hg) +1-— d1mP(H1 N H2) —-1-1=
=dim S7 + dim Sy — dim(S1 N 52)

O
Corollario 1.2.4. Siano S1,S2 C P(V) sottospazi,
dim S7 4+ dim Sy > dimP(V) = 51N Sy # ()
Dimostrazione. dim(S; N Se) = —dim L(Sy, S2) +dim Sy + dim Sy > 0 = S1 NSy # 0. O

<dimP(V) >dim P(V')
Corollario 1.2.5. Due rette proiettive contenute in un piano proiettivo hanno intersezione non vuota.

Al contrario di quel che accade nel piano affine, nel piano proiettivo non esistono rette disgiunte.
Vale di pit: date rette r1,79, 7,75, con 11 # ro, i #rh in P(V) e dimP(V) =2, 3f : P(V) — P(V)
proiettivita tale che f(ri1) =7 e f(r2) = 7.

Il piano proiettivo ¢ “piu omogeneo” del piano affine.

Esercizio 3. Siano P(V') uno spazio proiettivo 3-dimensionale, r1,r2 C P(V') rette, P € P(V') punto,
conryNrg =0 e P ¢ ryUrq, allora Alr C P(V) retta proiettiva tale che r0ry # 0, rNro @ e P € r.

Dimostrazione. Siano Sy = L(ri, P) e Sy = L(r2, P):

dim S; = dimr; + dim{P} — dim(r; " P) = 1+ 0 — (—1) = 2 e, analogamente, anche dim Sy = 2.
Poniamo r = S1 N Sy: dimr = dim S7 + dim Sy — dim (L(Sl, Sg)) =2+2-3=1.

Infatti, 57,59 sono due piani: se coincidessero, S; = S9 conterrebbe sia 71 che ro il che implicherebbe
r1 N7y # () che & contro l'ipotesi. Dunque S; # S e L(S1,S2) 2 51 da cui (vedasi sotto)

dim L(S1,S2) > dim S; = 2 = dim L(S1, S2) = 3 (siamo in dimensione 3)

Vediamo che r funziona, cioe rNry 0, rNro Qe P e r.

Che Pereovvio: r=5,NSy e Pe Sy, Pe Sy per costruzione. Inoltre, r ed r1 sono complanari
(giacciono entrambe su S7), per cui r Nr; # () e, analogamente, r N ry # ().

L’unicita e pit semplice: se r’ verifica la tesi, ¥’ Nry #Qe P er’' = ' C L(P,r1) = 5 m
Analogamente, ' C Sy, da cui v’ € S1 N Sy =r e v’ = r perché hanno la stessa dimensione. O

Abbiamo utilizzato piu volte il seguente Fatto, che discende dall’analogo vettoriale:
Fatto 1.2.6. S1,55 C P(V) sottospazi tali che S; C S, allora:
(1) dim S; < dim So;
(2) se dim S; = dim So = S} = 55.

Tn quanto ' N1 = {Q} e ' = L(P,Q) C L(P,r1), tutte cose che andrebbero motivate.



1.3 Sistemi di punti

Definizione 1.3.1. Siano Py,..., Py punti di P(V). Essi si dicono indipendenti se, posto P; = [v;]

conit=1,...,k, i vettori v, ...,v; sono linearmente indipendenti.
E una buona definizione: se v, = \jv;, con \; e K" et =1,... k,
V1, ...,V sono indipendenti <= v}, ..., v} sono indipendenti.

Esercizio 4. Pi,..., P, sono indipendenti <= dimL({P17 . ,Pk}) =k—1.

(Hint: per induzione, L({P},..., P}) = P(Span(vy, ..., v)).)
In particolare, se n = dimP(V) e Pi,..., Py sono indipendenti allora k < n + 1.

Definizione 1.3.2. I punti Py, ..., P, sono in posizione generale se ogni famiglia P;,, ..., F;, , con
h <dimP(V)+1=n+1cei; #iy sej#j, édata da punti indipendenti.

In altre parole: se k < n + 1, i punti sono in posizione generale se e solo se sono indipendenti; se
k > n—+ 1, si chiede che presi comunque n + 1 punti tra i P;, essi siano indipendenti (e dunque cio vale
anche se si prendono h punti, con h < n + 1).
Ad esempio, una famiglia di punti distinti in P?(R) & in posizione generale <= sono a 3 a 3 non
allineati.

Definizione 1.3.3. Un riferimento proiettivo di P(V'), con dimP(V) = n ¢ una (n + 2)-upla
ordinata Py, ..., Py, Ppy1 di punti in posizione generale. Una base mormalizzata associata a un
riferimento proiettivo Py, ..., Pyy1 € una base vettoriale {vy,...,v,} di V tale che

[’UQ]:P(), [Ul]zpl,..., [Q}n]:Pn e[v0+vl+---+vn]:Pn+1

Il punto P,11 si chiama punto unita del riferimento, mentre Py, ..., P, si chiamano punti fonda-
mentali.

Teorema 1.3.1. Sia % un riferimento proiettivo di P(V'), allora esiste una base normalizzata di
V rispetto a Z. Se (vo,...,vn) € (v),...,v),) sono due basi normalizzate di V rispetto a %, allora

3\ € K* tale che v = A, Vi =0,...,n.

Dimostrazione. # = {Py,..., Py, Pot1}, scegliamo v; € V tale che [v;] = P, Vi = 0,...,n + 1.

(vo,...,vyn) € una base di V' perché i punti Py, ..., P, sono indipendenti (quindi vy, .. ., v, sono linear-
mente indipendenti) e dimk V' =n + 1 = ¢ una base.
Dunque v,41 = agug + - -+ + apv, per alcuni ag,...,ar € K. Osserviamo che a; # 0 Vi = 0,...,n,
infatti se a; = 0 seguirebbe che i vettori vg,...,0;,..., U, Vyr1 Non sarebbero linearmente indipen-
denti (v; significa che lo ometto). Questo va contro lipotesi che i punti Py,...,F;, ..., P,y siano
indipendenti (segue dal fatto che # sia un riferimento proiettivo). Poniamo v} = a;v; per i =0,...,n
e v}, 11 = Upy1. Ora (v),...,v},) & ancora una base € v), | = Upq1 = AU + - - + An¥p = vy + - - +v;,,
quindi (v{,...,v),) ¢ una base normalizzata di Z.

rase (vg,...,v,) e un’altra base normalizzata di V rispetto a allora |v)| = P; = |v; i
O Oy e eyl "altra b lizzata di V rispetto a £, all " = P, ] = 3\ e K*
tale che v; = A\jv} per i =0,...,n+ 1. Adesso pero v}, ., = vy + -+ v, = Aoy + - - + A0y, inoltre

" " " ! " / 1

A77,—|—1Un_~_1 = )‘n-l—l(vo +oot Un) = A’VH—IUO +eeet ATl-f-lvn € Upnt+1 = )‘n+1vn+1'
Visto che (v, ...,v})) € una base di V, concludiamo che \; = A1 Vi =0,...,n cioe la tesi. O

Teorema 1.3.2. Siano f,g: P(V) — P(W) due trasformazioni proiettive e o, : V. — W funzioni
lineari tali che f = [p] e g =[], sia Z un riferimento proiettivo di P(V'), allora sono equivalenti:

O =gy
@ f(P)=g(P) VP € %;
@ 3\ € K* tale che o = \ip.



Dimostrazione. ((D=>@2) ¢ ovvia;

(=) se P € P(V) e scriviamo P = [v], allora f(P) = [¢(v)] = [Mp(v)] = [¥(v)] = g(P);
(@=®) usando il Teorema fissiamo (vo,...,v,) una base normalizzata di V rispetto a
X =A{Po,..., Pai1} esia [vni1] = Puy1.

[QO(UZ)] = f(Pz) = g(.PZ) = WJ(U%)] — E])\z € K* tale che (,O(UZ) == )\Z@D(Ul) Vi = O, e, n+ 1.

Sappiamo anche che

Ao (vo) + -+ A (vn) = @(vo) + -+ ©(vn) = @(vo + -+ +vn) = P(Vnt1) = At 19 (Vng1) =
= Ant19(vo) + - + Any19(vn)

Visto che ¢ : V. — W ¢ iniettiva e (vg,...,v,) € una base di V abbiamo che 9 (vp), ..., % (v,) sono
linearmente indipendenti in W = \; = A\p41 Vi =0,...,n.
Poiché ¢ = A\,11% su una base di V, sono la stessa funzione, cioe ¢ = . ]

Corollario 1.3.3. Il gruppo delle proiettivita di P(V'), che si indica con PGL(V), ¢é isomorfo a
GLV)/N, dove N = {AIdy | A € K*} < GL(V).

GL(V) — PGL(V)

Dimostrazione. ¢ un omomorfismo suriettivo (per definizione) e il Ker ¢
e A )
proprio N (segue dal Teorema [1.3.2]). O

Notazione: se V = K"l PGL(K"1) = [proiettivita di P"(K)] si indica con P GL,11(K).
Ad esempio, P GL5(K) indica le proiettivita di P*(K).

Teorema 1.3.4 (fondamentale delle trasformazioni proiettive).

Siano P(V'), P(W) spazi proiettivi su K, con dimP(V) = dimP(W) = n, e Z e %' riferimenti proiettivi
rispettivamente di P(V) e P(W), allora 3'f : P(V) — P(W) trasformazione proiettiva che manda
(ordinatamente) Z in %'

Dimostrazione. Scriviamo #Z = (Py, ..., Poy1), Z = (Qo, ..., Qnyt1) € siano (vo, ..., vy), (wo, ..., wy)
basi normalizzate di V e W rispetto a Z e %’ rispettivamente. Sappiamo che 3lp : V. — W tale che
p(vi) = w;, quindi se f = [¢], abbiamo che f(P;) =Q; Vi =0,...,n.

o(vg+ -+ vp) =wo+ -+ wy, quindi anche f(Ppy1) = [p(vg+ -+ vy)] = [wo+ -+ wp] = Q1.

Questa f e una trasformazione proiettiva cercata. L’unicita segue dal Teorema [1.3.2 O
Esercizio 5. Siano r,1',s,s quattro rette proiettive in P(V') . C//
con.dirr.llf’(\V) =2,r#r es#¢, /allom/EIf :P(V) — P(V) a1 A/S
proiettivita tale che f(r)=s e f(r') = 5. . /

Dimostrazione. r # ' = r N’ & un sottospazio proiettivo di r e ha dim0 (per Grassmann), quindi
¢ un punto che chiameremo P. Analogamente, s N s’ = {Q}.

Volendo usare i riferimenti proiettivi, scegliamo A € r\{P}, B € "\{P}, C € P(V)\{rur'UL(A, B)} e
A" e s\{Q}, B € \{Q}, C" =P(V)\{sUs'UL(A", B")}, coss Z = {A,B,C,P} e %' = {A', B',C',Q}
sono due riferimenti proiettivi di P(V).

Per il Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive, 3!f : P(V') — P(V) trasforma-
zione proiettiva tale che f(A) = A’, f(B) = B/, f(C) =C"e f(P) = Q, da questo segue che f(r) =s
(la retta r va nella retta passante per f(A) = A’ ed f(P) = Q, cio¢ s) e che f(r') = ¢'. O

Domanda: una tale proiettivita (cioe tale che f(r) = s e f(r') = ') & unica?



1.4 Coordinate omogenee

Richiamo: V spazio vettoriale su K, dimg V' = n, allora fissare una base # = (v1,...,v,) corrisponde
a dare un isomorfismo lineare

p: V = Kn
v, —— € :(0,...,0,' 1 ,0,...,0)
7-€s11mo

v € V ha coordinate (ay,...,a,) = ¢(v) rispetto alla base % E} Vediamo che nel caso proiettivo, un
riferimento proiettivo Z di P(V') determina delle coordinate omogenee su P(V).

Se V. = K"l allora P(V) = P(K"™) = P*(K) = K"""\{0}/~ dove (ag,...,an) ~ (bo,...,by) se
J\ € K* tale che a; = Ab; Vi = 0,...,n. La classe di equivalenza in P"(K) di (ao,...,ay) si indica
con [ag, ..., an] (a volte [ag : -+ : ay]). Si dice che (ay,...,an) sono delle coordinate omogenee del
corrispondente punto [ag, ..., a,]| di P"(K).

Osservazione 5. e Le coordinate omogenee di P € P™(K) non sono uniche:
(ag,..-,an) € (bo,...,by) sono coordinate omogenee dello stesso punto se e solo se N € K* tale
che a; = Ab; Vi =0,...,n;

e La scrittura [0, ...,0] non ha senso... (in P"(K) non c¢’é un’“origine”).

Definizione 1.4.1. Sia ora Z = (P, ..., Pyy1) un riferimento proiettivo di P(V') con dim P(V) =n

e (vo,...,vn) una base normalizzata di V' rispetto a #. Prendiamo P € P(V), scegliamo v € V tale
n

che [v] = P e scriviemo v = Y a;v;, con a; € K. (ag,...,an) € una (n+ 1)-upla di coordinate
i=0

omogenee di P rispetto al riferimento proiettivo %.

Le coordinate omogenee non sono uniche, ma lo sono a meno di “riscalamento simultaneo”. Sia
P(V) uno spazio proiettivo di dimensione n su K, % un suo riferimento proiettivo e (v, ..., v,) una
base normalizzata di V rispetto a Z.

n
Preso P € P(V), scegliamo v € V tale che [v] = P e scriviamo v = ) a;v; (unicamente).
i=0
La (n+ 1)-upla (ag,...,a,) € una (n + 1)-upla di coordinate omogenee per P € P(V).
n
Cambiando rappresentante per P, cioé prendendo Av, con A € K*, avremo Av = > (\a;)v; quindi
i=0
(Aag, - .., Aay) € un’altra (n + 1)-upla di coordinate omogenee per P.

p: P(V) — P™(K)

Osservazione 6. La funzione
P — Jao,...,an)

¢ ben definita (appena visto).
E lisomorfismo proiettivo indotto dall’isomorfismo lineare V =, Knt! corrispondente alla base
normalizzata (vg, ..., p).

Proposizione 1.4.1. L’isomorfismo proiettivo ¢ non dipende dalla scelta della base mormalizzata
associata al riferimento % .

Dimostrazione. Se (v, ...,v,) € un’altra base normalizzata di V rispetto a %, allora 3\ € K* tale
n n n
che v = Av; Vi = 0,...,n, ma allora se v = Y aq;v; avremo v = Y a;+(Av;) = > %0}, quindi
i=0 i=0 i=0
/ n
o PV) — P™(K) . .
P=lo] —s [%,... %] viene dalla base (v, ...,v;,), ma [,..., ] =¢(P) = ¢ =¢. O

Osservazione 7. ¢ : P(V) — P"(K) dipende quindi solamente dal riferimento proiettivo Z e manda
Z nel riferimento proiettivo “standard” di P™(K), cioé

([1,0,...,0],...,[0,...,0,1,0,...,0],...,[0,...,0,1],[1,1,...,1])

ed ¢ l'unica con questa proprieta (per il Teorema fondamentale delle trasformazioni proietti-
ve).

n
" Questo corrisponde a scrivere v = 3 a;v;.
i=1



In effetti questa costruzione da una bigezione tra riferimenti proiettivi di P(V') e gli isomorfismi
proiettivi tra P(V) e P™(K).

Le coordinate omogenee permettono di descrivere trasformazioni proiettive e sottospazi tramite matrici
ed equazioni.

Trasformazioni proiettive: siano P(V'), P(W) spazi proiettivi e f : P(V) — P(W) una trasforma-
zione proiettiva. Dati %1 e 2 due riferimenti proiettivi di P(V') e P(W) rispettivamente, %; e $Bo due
basi normalizzate e data ¢ : V. — W tale che [p] = f, la matrice M che rappresenta ¢ rappresenta
anche f, nel senso che

coord. di v
nella base %,

veV []=P fP)=[M- Tobs |

coord. omog. di f(P)
in P(W) risp. a %2

Osservazione 8. La matrice M che rappresenta f non é unica ma lo € a meno di moltiplicazione per
un A € K*,

L1 K2 — K2
Esempio 4. La matrice (0 1) € Ms2(K) rappresenta <a> (a+b) e la trasformazione
b b

PI(K) —  PYK)

proiettiva associata .
lag, a1] +— [ao + a1, a1]

Sottospazi proiettivi: siano P(V') spazio proiettivo, S C P(V') sottospazio proiettivo, Z riferimento
proiettivo di P(V') e # una base normalizzata. Per definizione di sottospazio proiettivo, S = P(W)
con W C V un sottospazio vettoriale. Se M e una matrice che descrive W nelle coordinate date
dalla base normalizzata %, cioe M - {v}4 = 0 <= v € W, allora la matrice M rappresenta anche il
sottospazio proiettivo S C P(V), nel senso che M - {v}g =0 <= P = [v] € S = P(W) ed ¢ detta
rappresentazione cartesiana di S.

Esempio 5. Un iperpiano H C P(V) é un sottospazio proiettivo di dimensione dimP (V') —1 (codi-
mensione 1) ed é descritto da un’equazione lineare omogenea apxo~+ a1z, + - -+ apey, = 0 dove a; € K
(non tutti nulli).

Osservazione 9. Due equazioni del genere descrivono lo stesso iperpiano <= differiscono per mol-
tiplicazione per \ € K*.

Esempio 6. Se dimP(V) = 2, le rette sono descritte da equazioni lineari omogenee della forma
apxo + a1x1 + agze = 0, con ag,a1,az € K (non tutti nulli).

Osservazione 10. Il fatto che le equazioni siano omogenee assicura che queste definiscano effettiva-
mente un sottoinsieme di P(V).

Ad esempio, I'equazione 2zg + 21 + 22 = 3 non definisce un luogo di punti di P?(K).
I sottospazi proiettivi si possono anche rappresentare in forma parametrica, cioé come immagine di
una trasformazione proiettiva P(W’) — P(V) 2 S = P(W). Ad esempio, scegliendo una base di

k+1
W CV (wg,...,wg), si ha K — V, la cui immagine ¢ esattamente W.
€ — W
Se M ¢ la matrice che rappresenta ¢ (nelle coordinate date dalla base normalizzata fissata di V),
Ao
veEW <= 3(/\0, ceey )\k) € KF1 tali che {1)}(@ =M
Ak
Ao
Nel proiettivo, P = [v] € S = P(W) <= 3(No, ..., \x) € KF*1 tale che {v} 5 = M
Ak



Esempio 7. La retta in P?(R) passante per [1,1,0] e [0,1,1] ha rappresentazione parametrica
[Ao(1,1,0) + A1(0,1,1)] = [Xo, Ao + A1, A1), con Ao, A1 € R (non entrambi nulli)
e rappresentazione cartesiana

Zo
det |1 1 21| =0<«<=a290—21+22=0
€2

Esercizio 6 (Prospettivita).

Siano P(V), con dimP(V) = 2, r,s rette distinte in P(V),
{A} =rnseO eP(V)\{ruUs}. Dato P € r, consideriamo
L(P,0) (P # O perché O ¢ r) e llp(P) il punto L(P,0)N s
(L(P,0) # s perché O ¢ s). Ilp : r — s si chiama la
prospettivita di centro O.

L0

Proposizione 1.4.2. Tl ¢ una trasformazione proiettiva (in realta é un isomorfismo proiettivo).

Dimostrazione. Vogliamo scrivere IIp usando una matrice dopo aver fissato dei riferimenti proiettivi.
Fissiamo B € r\ {A} e C € s\ {AU L(O, B)}. In questo modo Z = (A, B,C,O) ¢ un riferimento
proiettivo di P(V'). Nelle coordinate corrispondenti abbiamo A = [1,0,0], B =[0,1,0], C = [0,0,1] e
O =[1,1,1]. r e s hanno quindi equazioni r : zg =0 e s: x; = 0.

Fissiamo una base normalizzata di V rispetto a #Z, {va,vp,vc}, con [va] = A, [vg] = B e [vc] = C.
Notiamo che (v4,vp) € una base H, C V, il sottospazio vettoriale corrispondente alla retta r. Questa
base ci da coordinate omogenee su r.

Analogamente (v4,vc) € una base di Hy C V corrispondente a s.

Vogliamo scrivere Ilp : r — s in queste coordinate.

L’inclusione » — P(V)) si scrive in questo modo: il punto P = [Avg + pvp|, con A, u € K (non
entrambi nulli), (coordinate [A, ] in r) ha coordinate [A, u, 0] in P(V).

Allo stesso modo s — P(V) ¢ data da [\, p] <— [Ava + pve] che in P(V) ha coordinate [A, 0, p].
Partendo da P = [\, ] in 7, scriviamo la retta L(O, P) (passante per [\, pu,0] e [1,1, 1]): I’equazione ¢

Al i)
det | 1 21| =0<= pxog— A1+ (A —p)ra =0
0 1 i)

Intersechiamo con s : x; = 0 per trovare le coordinate di IIp(P):

=0 —
1 M/L:C0+(/\—u)x2=0:>$0 ﬁ A
pxo — Ar1 + (A — p)re =0 To =

[t — A, 0, ] € 'unica soluzione “proiettiva’.
Le coordinate di IIp(P) in s sono [p — A, u].
Abbiamo scoperto che Ilp in coordinate si scrive [\, u] — [ — A, p], da questo segue che & una

1
trasformazione proiettiva indotta dalla matrice < 0 1) (rispetto alle basi (va,vB) e (va,vc)).

Seconda parte: (notiamo che ogni prospettivita soddisfa IIp(A) = A.)
Se f :r — s & una trasformazione proiettiva tale che f(A) = A,
allora f ¢ una prospettivita, cioe 30 € P(V)\{rUs} tale che f = Ilp.
Diciamo che f & proprio Ilp: f,Ilp : r — s sono due trasformazioni
proiettive che coincidono sul riferimento proiettivo {A, P, P’} di r,
quindi sono la stessa funzione (per il Teorema fondamentale delle
trasformazioni proiettive).

10



1.5 Carte affini e punti all’infinito

Sappiamo che ogni spazio proiettivo di dimensione finita su K & isomorfo a P"(K) per qualche n € N.
Vi =0,...,n poniamo H; ={z; =0} e Uy =P"(K)\ H; ={z; #0}.
N———— ~

ben definito iperpiano di P"(K) complementare di un iperpiano

Ha senso considerare i punti con i-esima coordinata omogenea nulla: ad esempio, non avrebbe senso
considerare i punti tali che 29 + 3 4+ 22 = 0 (questa condizione non & invariante per moltiplicazione
per scalari non nulli).

n
Per costruzione, P"(K) = | Ui
i=0

Teorema 1.5.1. Vi =0,...,n c¢’¢ una bigezione naturale J; : K* — U; C P™(K) cioé “ogni U; ¢ una
copia di K"”,

Dimostrazione. Definiamo J;(u1,...,un) = [u1,..., Ui 1, Ujt1, ..., uy] che & chiaramente ben definita
3] ~

J; ammette I'inversa J;1 ([xo, e xn]) = (%?, ce %, e %)

Se [z, ..., xy) € U;, allora z; # 0, per cui f:—j ¢ ben definito Vs = 0, ..., n. Dobbiamo anche controllare
che se (Yo,.-.,yn) = A@o,...,xy), con A # 0, allora Z—Z = % Vj = 0,...,n ma questo & ovvio:
Yi _ Az

xXj . — .
b e =L. Per concludere, vediamo che davvero J; e J; ! sono una l'inversa dell’altra:
1 k2 2

o V(ug,...,uy) € K"
_ _ u 1 Up
J; 1(Jl-(u1,...,un)) =J; 1([u1,...,ui,l,qu,...,un]) = ( L. 1,...,) = (U, -y Up);
o V[xg,...,z,] € U,

(o (™ Ti—1 Tit+1 Ln _
‘]’L(Jz ([xo,...,fl)n]))—JZ<<xi7..., T y ; ,...,xi>>_

o Zo Ti—1 1 Ti41 T, o
— | T s s Ly goeeey T _[x();---uxi—bxhwi-‘rlv"-71:71]

(per definizione di P™(K), possiamo moltiplicare tutte le coordinate per x;, che & # 0).

Ci concentreremo prevalentemente sulla decomposizione P"(K) = Uy U Hy, per cui

P*(K) = Jo(K") U Hy
S~—— ~
copia di Kn iperp. proiet.

isom. a P~ 1(K)

Ji : K* — P™(K) si chiama carta affine e H; ¢ l'insieme dei punti all’infinito (relativi a J;). Se
non specificato altrimenti, la carta affine sara Jy e i punti all’infinito, detti anche punti impropri,
sono dati da Hy. Dunque P*(K) = U, U Hj

—~— ~—~
punti propri punti impropri
Abbiamo recuperato la costruzione di P"(K) come “completamento” di K" El
E bene considerare K" 2 Jy(K™) C P™(K) come spazio affine, piuttosto che vettoriale.

Proposizione 1.5.2. 1) Sia V' C P"(K) un sottospazio proiettivo di dimensione k con V¢ Hy, allora

Jo_l(V NUy) € un sottospazio affine di K™ anch’esso di dimensione k, detto parte affine di V.

@ Sia W C K™ un sottospazio affine con dim W =k > 0, allora 3! sottospazio proiettivo W C P"(K)

tale che Jo_l(W NUy) = W. Inoltre dim W =dimW =k e W si dice chiusura proiettiva di W.
12Tn quanto ogni punto di P*(K) ha almeno una coordinata non nulla.

13U; = {z; # 0}, dove z; & la coordinata che si trova al posto (i + 1)-esimo e I’abbiamo imposta # 0.
Tdentificheremo spesso K™ con Jo(K™).
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Dimostrazione. (I) Sia h = n — k la codimensione di V. Abbiamo visto che V' si pud esprimere come
insieme delle soluzioni di un sistema della forma Az = 0, dove A € M(h,n + 1,K) e z € K**1:

aipxo + ai1r1 + - + aipxy, =0
as0xg + ag1x1 + -+ + aspxy, =0

apoTo + apixy + -+ appxy =0

Per definizione, (z1,...,7,) € J; ' (V NUy) <= (1,1,...,,) verifica il sistema, cioe
1171 + -+ A1pTp = —a10
ap1T1 + -+ AppTn = —Qho

Questo € un sistema lineare non omogeneo della forma (ﬁ|b) di rango totale h, poiché (;ﬂb) si ottiene
da A cambiando segno e posizione alla prima colonna. Per Rouché-Capelli, I'insieme delle sue
soluzioni o € vuoto o € un sottospazio affine di K® di dimensione n — h = k, ma non puo essere vuoto
perché stiamo supponendo V' ¢ Hy, cioe Jy ' (V N Up) # 0.

(2) Ora supponiamo che W C K" sia definito da un sistema di rango h = n—k del tipo Az = b, x € K™,
rank A = rank (A]b) = h. Definiamo W come il sottospazio pr01ett1V0 di equazioni ( — b\A)x = 0,
z € K"t!. La dimostrazione di (I) ci dice che effettivamente W = J; '(W N Up): se P € W N Uy,

possiamo supporre (poiché sta in Uy) P = [1,z1,...,2,] €
1
T
-~ 1 ~
(=blA) | . |=0=A]| | =b<=(21,...,2p) EW
: .
Tn

Per costruzione dimW =n —h = k = dimW e rimane da vedere solo I'unicita: se W1, W sono
tali che Jg (W NUy) = W per i = 1,2, per quanto visto in (I), dimW; = dim W = dim W3, per
cui dim W4 = dlm Ws. Se non fossero uguali, per Grassmann, dim(W; N W3)<dim W ma avremmo
anche W = J; ((W1 NWs)N UO), da cui, sempre per (I), dim W=dim(W N W), assurdo . O

Nella dimostrazione abbiamo anche visto come passare da equazioni di un sottospazio affine a
quelle della sua chiusura proiettiva e viceversa (cioe dal sottospazio proiettivo alla sua parte affine):

e Da proiettivo ad affine: si pone zg =1 (passando dalle variabili (zg,...,z,) a (z1,..., xn));

e Da affine a proiettivo: si moltiplicano tutti i termini noti per zg:
ad esempio, da 3z + xo = 5 si passa a 3x1 + x5 = bxg.
Un modo alternativo di pensare all’ultima procedura e sostituire ogni x; con i—é (e poi eliminare
il denominatore): 3z + zo = 5 = 3% + i—f} =5 = 3x1 + T2 = 51p.

Esempio 8. Siar = (Z;) + Span<<2>> una retta affine di K2 (percio <Z;> #0). Chi sono i punti
all’infinito di 79
L’equazione cartesiana di r € —boxq1 + bixe = —a1bs + asby, percio 7 ha equazione

—bax1 + bizy = (—a1b2 + agbi)xg

i cui punti all’infinito si trovano intersecando con Hy, cioe ponendo zg = 0, da cui

Tro — 0
—boxy + bixg = (—aibs + agbi)xg =0

Dunque 7 N Hy = {[0, b1, bg]} . In particolare, due rette parallele hanno la stessa giacitura e
————

codifica la giacitura di 7

dunque si incontrano proprio nel loro punto all’infinito.
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Esercizi I settimana

Esercizio 3. Sia f : P1(K) — PY(K) una proiettivita diversa dall’identita. Si mostri che f? =1d se
e solo se esistono punti distinti P,Q € P1(K) tali che f(P)=Q e f(Q) = P.

Dimostrazione. (=) Poiché f # Id, 3P € P}(K) tale che f(P) # P. Poniamo Q = f(P), dunque
P = f*(P) = f(f(P)) = f(Q)

(<=) Scegliamo R € P}(K) \ {P,Q} (esiste sempre perché |P(K)| > 3 VK). P,Q, R formano un
riferimento proiettivo (perché?), percio fissiamo delle coordinate omogenee associate a tale riferimento,
per cui P“="[1,0] e Q“="[0,1]. Con tale scelta, f = [¢], dove ¢ : K2 — K2, rispetto a una base

. . R . 1 L
normalizzata associata a P,(Q, R, ¢ rappresentata da una matrice A tale che A <O> = A (?) (poiché

f(P)=Q),con \#0,¢e A <(1)> =p <(1)> (poiché f(Q) = P), con pu # 0, cioe A = (?\ g)

Dunque A? = <)\,u 0 > = A\ (1 O), per cui f2 = Id (¢ ovvio che se A rappresenta f, allora A?

0 Ap 01
rappresenta f2). O
Esercizio 2. Siano Py, Py, P3 punti di P?(K) in posizione generale R
e sia r C P?(K) una retta tale che P; & v per i =1,2,3. Qs

(1) Si mostri che esiste un’unica proiettivita f : P?(K) — P2(K) @
tale che f(P1) = Py, f(P2) = Ps, f(P3) =Py e f(r)=r. :

(2) Si mostri che l'insieme dei punti fissi di f é dato dall’unione
di un punto M € r e una retta s con M ¢ s.

Dimostrazione. (1) Useremo diffusamente che una trasformazione proiettiva mandi rette in rette; piu
in generale, essendo indotta da una funzione lineare iniettiva, una trasformazione proiettiva g manda
sottospazi proiettivi di dimensione k in sottospazi proiettivi di dimensione k (perché g = [¢] e ¢
manda (k + 1)-sottospazi vettoriali in (k 4 1)-sottospazi vettoriali).

Unicita: Siano Q2 = L(P1, Py) N1, Q3 = L(P1, Ps)Nr E
I punti P, P3, (2, Q)3 sono un riferimento proiettivo, in quanto a 3 a 3 non allineati: se Ps, P3, Qo
fossero allineati, allora L(PQ,Pg) = L(QQ,PQ), da cui P1 € L(PQ,QQ) = L(PQ,Pg) (§] Pl,PQ,Pg
sarebbero allineati 4; stesso argomento per P, P3,Q3. Se invece P», ()2, Q)3 fossero allineati,
allora Py € L(Q2,Q3) =1 4; stesso argomento per P3, Q2, Q3. Ora,

F(Q2) = fF(L(P, Py)vr) T £(L(P, Po)) N f (r) ST L(f(P1), f(P2)) N = L(Py, Ps)Nr = Q3

Analogamente, f(Q3) = Qo.
Per ipotesi, f(P2) = P3 e f(P3) = P,, dunque una f che verifica la tesi coincide necessariamente

con 'unica proiettivita tale che f(Py) = Ps, f(P3) = Pa, f(Q2) = Q3 e f(Q3) = Q2.

Esistenza: Sia ora f la proiettivita descritta e vediamo che verifichi le richieste: resta solo da vedere che
f(ry=re f(P)= Py

f(r) = F(L(Q2,Q3)) = L(f(Q2), [(Q3)) = L(Q3,Q2) =
F(P1) = f(L(P2,Q2) N L(P3,Q3)) = L(f(P2), f(Q2)) N L(f(Ps), f(Q3)) =
= L(Pg, Qg) N L(PQ, Qg) = P.

15Sono ben definiti, perché r # L(P1, Ps), visto che Py & r.
16 £ & bigettiva.
1"Rette vanno in rette.
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(2) Fissiamo ora le coordinate omogenee relative al riferimento scelto prima Py, P3, QQ2, Q3: assumiamo
dunque P, =[1,0,0], P; =[0,1,0], Q2 = [0,0,1] e Q3 = [1,1, 1].
Sia A una matrice che rappresenti f rispetto ad una base normalizzata associata al riferimento, percio:

1 0
o f(P)=P3s=A|0|=XA[1],A#0;
0 0
0 1 0 pu n
0 0 0 0 n

0 1
° f(Q)=Qs=A[0)=n|1], n#0;
1 1

1
Ora, imponendo f(Q3) = Q2, otteniamo f(Q3) = [A |1 ] =

|
A+7 ]Z[O,O,l]dacuiu:—n
1 U
0 —m n 01 -1
ed=—n,percio A=|—-n 0 n| epossiamo quindi scegliere A=|1 0 -1
0 0 n 0 0 —1

I punti fissi di f corrispondono bigettivamente alle rette di autovettori di A.
Gli autovalori di A sono 1 (con molteplicita algebrica 1) e —1 (con molteplicita algebrica 2) in quanto
det(A —tId) = —(t + 1)%(t — 1).

-1 1 -1 1
A-Id=|1 -1 —1],ilcuiKere Span([ 1 ]): otteniamo cosi il punto fisso [1, 1,0].
0 0 -2 0
1 1 -1
A4+Id=[1 1 —1],il cui Ker ¢ il piano in K? dato da
0 0 O
1 1
Span({ 0|, | —1]|)={zo+x1 — 22 =0}
1 0

Dunque P(Ker(A+ Id)) = L([l,O, 1],[1, -1, 0]) = {20+ 21 — 23 = 0} C P%(K) & una retta s di P?(K)
fatta di punti fissi.

Quindi il luogo dei punti fissi & dato da [1,1,0] U s e notiamo che:

[1,1,0] € r = L(Q2,Q3) = L([0,0,1],[1,1,1]) = {zo = 21 };

[1,1,0] ¢ s ([1,1,0] non verifica xy + x1 — x2 = 0);

Py, P3 ¢ s (non verificano zg + x1 — x2 = 0).

Osservazione 11. Se charK = 2, allora [1,1,0] € s.

Una soluzione “sintetica” di questo esercizio € nel libro Fortuna-Frigerio-Pardini, esercizio 2.51. [
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1.6 Curve algebriche piane

Ricapitolando alcuni fatti riguardanti ’algebra dei polinomi:

Definizione 1.6.1. D ¢é un dominio a fattorizzazione unica (U.F.D.) seVp € D\ {0} Ja € D*,
Ip1,...,pk € D irriducibili ed 3Iny, ..., n, € N\ {0} tali che p=ap}*----- Pk, inoltre i p; sono unici
a meno dell’ordine e di moltiplicazione per scalari.

Fatto 1.6.1. K[z1,...,x,] € un dominio a fattorizzazione unica.
Ricordiamo che un polinomio p # 0 ¢ irriducibile se, ogni volta che p = ¢s, con q, s € K[z1, ..., zy],
uno tra g ed s e costante (cioé ha grado 0, cioe ¢ invertibile nell’anello K[z1, ..., xn])

Definizione 1.6.2. Una curva affine (piana) ¢ un elemento di P(K[z1,23]), cioé una classe di
equivalenza di polinomi non nulli in due variabili, dove p ~ q se A\ € K* tale che p = A\q.

Una curva C ¢ percio C = [f], f € K[z1,z2] \ {0}.
(D Se C = [f], si pone degC = deg f (& ben definito perché deg f = deg Af, se X\ # 0);
(2 C = [f] si dice irriducibile se f lo ¢;

(3 Una curva irriducibile ¢’ = [g] si dice componente irriducibile di C = [f] se g | f;

@ SeC=[f]eC' =]g],si pone |C+C"=[fg]|;

(®) Se C = [f], si dice che f & “un’equazione” di C (o che “f = 0 & un’equazione di C”);
®) Se C & una curva algebrica, 3!Cy,...,Cy @ curve irriducibili e ny,...,nr € N\ {0} tali che
C:n161+---+nkck, con nzCz:CZ—i——i—C,
—_——
n; volte

Cio & una conseguenza della fattorizzazione unica dei polinomi;

(7) C si dice ridotta se, nella sua decomposizione in irriducibili C = n1Cy + - - - + niC, si han; =1
Vi=1,...,k (cioé C non ha componenti multiple).

Definizione 1.6.3. Sia C curva affine su K, il supporto di C = [f] si indica con V(C) ed ¢ definito
da V(C) = {(x1,22) € K*| f(z1,22) = 0}.

E ben definito perché f e A\f, se A # 0, hanno lo stesso luogo di zeri.
Fatto 1.6.2. V(C+ (') =V(C)UV(C') VC,C" coppia di curve affini.

Infatti, se C = [f], ' =[g], Pe V(C+ () < (f-9)(P) =0« f(P)g(P)=0<= P c V(C)
oppure P € V().

Esempio 9. (1) Su C, la curva C = [x1x2] € riducibile, ha componenti [x1], [z2] ed é ridotta (é la
somma di due rette);

(2) Su C, C' = [x3z2] non ¢ ridotta. Se C = [w173], degC = 2, degC’ = 3, C # C' mentre
V(C) =V(C);

(3) SuC, C = [z? + 23] ¢ riducibile: 23 + 13 = (21 + ix2)(z1 — i79);

(4) SuR, C = [z2 + 23] ¢& irriducibile, perché x2 + x3 ¢ irriducibile in Rlx1,z2).
Infatti, se fosse riducibile, avremmo f = gh, 2 =deg f = degg+degh, degg > 1, degh > 1 =
degg=degh =1.
Ora, se degg =1, V([f]) = V([g]) UV ([h]) sarebbe unione di due rette affini (eventualmente
coincidenti), in particolare sarebbe un insieme infinito, mentre V([x% + :c%]) = {(07 0)}

8Uniche a meno dell’ordine.
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1.7 Curve proiettive piane

Definizione 1.7.1. Un polinomio p € Klzo,...,x,] si dicc omogeneo di grado d se é somma di
monomi di grado d.
Lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d si indica con K[z, ..., Tn]q.

Definizione 1.7.2. Una curva proiettiva (piana) di grado d ¢ un [p] € P(K[zo,z1,22]4) tale che
p € un polinomio omogeneo di grado d e p ~ q se A\ € K* tale che p = Aq.

Proposizione 1.7.1. p € K[z, z1,22] é omogeneo di grado d <=
p(txo, tay, tag) = t%p(wo, w1, x2) in K[t, z0, 1, 2]

Dimostrazione. (=) Ovvia, basta sostituire.
(<) Se p=po+p1+ -+ pn, dove p; & omogeneo di grado z[r_g], allora

p(t, zo, 71, 22) = Zpi(t,%@h@) = zn:tipi(ﬂﬂo,lflwz)
Per ipotesi, questa somma deve essere uguale a tdp(xo, x1,x2), da cui
thz To, T1, T2) Zt pi(zo, 21, 22) = t'p
Percio, portando a sinistra il termine di destra e raggruppando i termini in cui compare ¢, si ha

n n
> iz, 1, w) + td<pd($0,$1,932) =Y piwo, 21, 902)) =0
i=0 i=0
iAd

Affinché questa uguaglianza sia vera in K[t, 2, 1, z2], tutti i termini della forma 'p;(xg, 21, 2), con
i # d, devono essere nulli, da cui p;(xo, z1,22) = 0 Vi # d, cioe p = pg e p & omogeneo di grado d. [

Corollario 1.7.2. Se p € K[zg, 71, 22]q e A € K, allora p(Azg, A\x1, Ax2) = X¥p(z0, 71, 2).
In particolare, ha senso affermare (se (xo,x1,x2) # (0,0,0)) p([:vg,:cl,xg]) = 0: con questa scrittura
intendiamo che p(xg,x1,x2) = 0, per cui p(Azxg, Ar1, Aze) = 0 VA € K*.

(D Se p non & omogeneo, pud benissimo capitare p(zo, 1, z2) = 0 ma
p(Axg, Ax1, Aze) # 0 per qualche A € K*. Dunque, se p non ¢ omogeneo, non ha senso chiedersi in
quali punti del proiettivo si annulli.
(2) Se p & omogeneo e @ & un punto del proiettivo, abbiamo visto che ha senso chiedersi se p(Q) = 0
ma non ha senso chiedersi quanto vale p(Q) (se @ = [zo,z1,22] e p(xo,z1,22) = 1, cambiando
rappresentante cambia il valore assunto da p): i polinomi omogenei non definiscono funzioni nel
proiettivo ma definiscono luoghi di zeri.

Definizione 1.7.3. Se C = [p] € una curva proiettiva, il supporto di C é
C) = {Q € P*(K) [p(Q) = 0}
Proposizione 1.7.3. Sia p € K[zg, z1,x2] omogeneo di grado d:
1. Se q € K[z, z1,22] € q | p, allora q é omogeneo;
2. Se denotiamo con py, la derivata parziale formale di p rispetto a x;, allora

T0Pze + T1Pz, + T2Pz, = dp (Identita di Eulero)

19Questa decomposizione & sempre possibile, basta raggruppare i monomi di grado ¢ in p;.
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Dimostrazione. (1) Sia p = ¢s e supponiamo per assurdo che ¢ ed s non siano omogenei.
Decomponiamo ¢ ed s nelle loro componenti omogenee:
q=qy+-+¢q,,coniy<---<i,eognig, ¢omogeneo di grado i,
5= 8j,+--+sj,,con jy<--- < j eognisj ¢omogeneo di grado ji,
p=qs= QioSio + (termini di grado > ig + jo).

——

}i iy, > S5, sono tutti non nulli.

termine omogeneo
di grado i9+jo

p ¢ omogeneo di grado d = poiché i termini di grado superiore non possono cancellare g;,, sj,, ne
segue che p = g;,s;,, in quanto ¢s deve essere omogeneo.

Analogamente, ragionando sul grado massimo otteniamo p = g;,s;,., dunque p = ¢;;Sjo = i, Sjs
quindi ig + jo = deggq;,sj, = degp = degq;,sj,, = in + Jm 4 allora ¢ = g;,, s = sj, sono omogenei.

(2) L’'uguaglianza dp = xopy, + 1Pz, +T2Ps, € “lineare” @ in quanto la derivazione parziale ¢ lineare.
Dunque basta verificare la tesi quando p ¢ un monomio di grado d.

Sia p = )\a:O zitxy, con ig + i1 + iy = d.

ToPxy = ()\203:“) 1x’11332 )= )\ioxaolela:Z = igp
1Pz = v1( Ay 2l lx?) = Nipzla e = dgp
Topry = Ta(Arlxigr2 ™) = Nigx P2 22 = dgp
= 0Py + T1Day + LoDy = Al + i1 +ig)agal 2y = d(Aag'ay ay’) = dp. =
d
Come nel caso affine:
(D Se C = [p], degC = degp (& ben definito);

) C = [p] ¢ irriducibile se p lo & come polinomio;

(3) Una curva irriducibile ¢’ = [g] si dice componente irriducibile di C = [f] se g | f;

@ SeC=|f]eC' =]g],sipone|C+C =][f" g e V(IC+C)=V(C)UV(C);

(®) Se C = [p], allora p si dice “un’equazione” di C;

® E Data una curva proiettiva C, esiste ed € unica la sua decomposizione in componenti irriducibili
C=n1C1 + -+ + niCy;

(1) C si dice ridotta se, nella decomposizione in irriducibili, n;, =1 Vi =1,... k.

20Cjoe se la verificano p, g la verifica anche p + q.

21'Ha grado degC + degC’.

%2Non completamente banale, segue dalla Proposizione cioe dal fatto che i fattori irriducibili di un polinomio
omogeneo sono omogenei.
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1.8 Equivalenza affine/proiettiva di curve

Vogliamo definire un’azione delle proiettivita di P?(K) sulle curve proiettive di grado d. Deve trattarsi
di un’azione sulle curve, non solo sui loro supporti @

Siano f : P?(K) — P%(K) una proiettivita indotta da ¢ : K3 — K3 lineare (bigettiva) e C = [p]
una curva proiettiva di grado d, allora poniamo f.(C) = f(C) @ = [p o p!], dunque f induce
f* : P(K[l‘o,xl,xQ]d) — P(K[:Eo,wl,l‘Q]d) Vd € N.

La buona definizione di f, discende dai seguenti fatti:

1 1

(1) Se p & omogeneo di grado d e ' & lineare e invertibile, allora po ¢~
apo ap1 Qo2
gradod (e #0sep #0). Se o' = [aw an ai |,

a0 a1 a2

¢ anch’esso omogeneo di

po 90_1(900, x1,22) = p(aooxo + ap1T1 + a2, a10To + a1121 + a12%2, a20T0 + 2171 + a22x2)
¢ omogeneo di grado d se p lo ¢;
(2) Sep=Ap, allora [po ] =[N op™] = [p op™];

(3) Se f ¢indotta sia da ¢ che da v, allora ¢ = \i) (vedasi Teorema @), dacuip=t = A"1yp!
e ancora [po ] = [poy ] I

Proposizione 1.8.1. Siano f, g : P*(K) — P2?(K) proiettivita e C una curva proiettiva, allora:
1. f(9(C)) = (fog)(C) [
2. V(f(©) = f(V(C)).

Dimostrazione. (1) Se f ¢ indotta da ¢ e g & indotta da v, fog ¢ indotta da po1), per cui, se C = [p],

(£09)(€) = [po(wor) '] = [po(v~ op™")] = [(pov™op™"] = f(lpow™) = f(9(Ip)) ) = £(9(C)

(2.) Sia Q = [v] un punto di P?(K) e ¢,p come sopra.
Poiché f & bigettiva, Q@ € f(V(C)) < f1(Q) € V(C) < [¢p ' (v)] € V(C) <= p(¢ ! (v)) =0
] eV(poyp™]) <= Qe V(f(C). O

Definizione 1.8.1. Date due curve proiettive C e C', esse si dicono proiettivamente equivalenti
se 3f : P2(K) — P%(K) proiettivita tale che f(C) = C' (in particolare, hanno lo stesso grado).

L’essere proiettivamente equivalenti ¢ una relazione di equivalenza.

Fatto 1.8.2. Tutte le definizioni date si adattano (diventando pit semplici) al caso affine: se C = [p]
¢ una curva affine e f : K2 — K2 ¢ un’affinita, basta porre f(C) =po f~* E|

In questo contesto valgono (con le stesse dimostrazioni) le proprieta viste sopra:

F(9(C)) = (fog)(€) e fF(V(C) =V (f(C))

ZVorremo che inducesse 1'azione “ovvia” sui supporti, ciog, se f : P*(K) — P?(K) & una proiettivita e C & una curva
proiettiva, vorremo definire f(C) in modo tale che V (f(C)) = f(V(C)).

24Notazione abusiva, ma usata.

2511 fattore di proporzionality tra po ™t e pop™t & A™¢ non A7

26Cioe (f 0 g)« = f« 0 g«, come mappe sullo spazio delle curve proiettive di grado d.

2TNon bisogna controllare né 'omogeneita dei polinomi né la scelta di rappresentanti a meno di scalari.

18



1.9 Classificazione proiettiva delle coniche

Definizione 1.9.1. Una conica C ¢ una curva algebrica in P?(K) di grado 2.

Quindi C & data da [f], dove (supponendo che charK # 2)
f(wo, 21, 72) = agoxd + a1175 + axr3 + 2a012071 + 2402072 + 24127172

agp aplr Qg2

Sia A= |ap1 a11 a2 |, allora f siriscrive come f(xg,z1,z2) = txAx, dove x = (xq, 21, T2).
ag2 aiz2 a2

La matrice simmetrica A é detta associata alla conica C = [f].

Osservazione 12. Due matrici simmetriche 3 x 3 A e B definiscono la stessa conica <= I\ € K*
tale che A = \B.

Quindi I'insieme delle coniche in P?(K) si puo identificare con P(S3), dove S3 & lo spazio vettoriale
delle matrici simmetriche 3 x 3.
Quando si parla di coniche d’ora in poi scriviamo C = [4], con A € S3\ {0}, intendendo che la matrice
A e associata alla conica C.

Se g : P?(K) — P2(K) ¢ una proiettivita data da g = [M], dove M € GL3(K), e C & la conica associata
ad A € Ss, allora la matrice associata a g(C) & tM 1AM ~!: infatti, 'equazione di g(C) ¢ data da
[g o M~1]. Visto che g(z, 71, 22) =tz Az, otteniamo

Zo

g(]\J_1 x1 ) =t M) AM 1 e) =tz IMTTAM ! &
~—
T2 ¢ la matrice corri-

spondente a g(C)

Proposizione 1.9.1. A, B € S3\ {0} definiscono coniche proiettivamente equivalenti se e solo se
I\ € K* tale che A é congruente a AB, cioé <= IM € GL3(K) tale che tMAM = \B.

Definizione 1.9.2. Sia C una conica corrispondente ad A € Ss, il rango di C, rankC, ¢é il rango
della matrice A.

o C si dice degenere se rankC < 3;

o C si dice non-degenere se rankC = 3.

Osservazione 13. Il rango é invariante per equivalenza proiettiva perché il rango di A € invariante
per congruenza e per moltiplicazione per A € K*.
Osservazione 14. Se K = R, indichiamo con ( i+(A), i—(A) , io(A) ) la segnatura di A € Ss.
e
indice di indice di indice di
positivita mnegativita nullita
rank A = 3 — ig(A) e la segnatura é invariante per congruenza.
Inoltre, se B ¢é congruente a AA, con A € K*, allora

se A >0, (i+(B),i—(B),io(B)) = (i+(A),i—(A),i0(A))

se A <0, (i+(B),i-(B),io(B)) = (i-(A),i+(A),i0(A))
Quindi i1 (A)—i_(A)| = |i4(B)—i_(B)| e quindi anche questo numero é un invariante per equivalenza
proiettiva.

Teorema 1.9.2 (Classificazione proiettiva delle coniche su C).
Ogni conica proiettiva su C é proiettivamente equivalente a esattamente una tra

C1 = [z + 2% + 2] (non-degenere)
Co = [x3 + 7] (rango 2)
C3 = [x3] (rango 1)

(il rango & un invariante completo).
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Osservazione 15. Cy & unione di due rette distinte perché x% + 22 = (20 +im1) (20 — P71),
Cs ¢ una “retta doppia” (non é ridotta) e Cy é irriducibile (pensateci. . . ).

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema di Sylvester complesso, il quale afferma che

1 00 1 00
le classi di congruenza delle matrici in S3 sono tre, rappresentate da [0 1 0], (0O 1 0] e
0 01 0 00
1 00
0 0 O] che danno le tre coniche dell’enunciato. O
0 00
Teorema 1.9.3 (Classificazione proiettiva delle coniche su R).
Ogni conica proiettiva su R é proiettivamente equivalente a esattamente una tra
= (3 + 23 + 23] (non degenere, “conica vuota”)
= [28 + 22 — 23] (non degenere e non vuota)
= [3 + 7] (degenere, un punto)
= [23 — 27] (degenere, due rette distinte)
= [23] (degenere, retta doppia)

Dimostrazione. Usiamo il Teorema di Sylvester reale per dire che le classi di congruenza di S3 su

1 0 0 -1 0 0 1 0 0
R sono rappresentate da Ay =0 1 0|, A= 0 -1 0], 4A=1{01 0],
0 0 1 0 0 -1 0 0 —1
1 0 0 1 0 0 -1 0 O 1 0 O 1 0 0
Ay=(0 -1 0 |),A3=(0 1 0],A4=10 -1 0|,A=(0 -1 0)],A5=({0 0 O
0 0 -1 000 0 0 0 0O 0 O 0 0O
-1 0 0
e A, = | 0 0 0]. Notiamo che A; e A}, Ay e A}, Az e A}, As e AL danno le stesse coniche,
0 00

quindi possiamo trascurare A), A5, A5 e AL. Inoltre, Ay, Ay, A3, Ay e As sono a due a due “distinte”
dal rango o dall’invariante |i; —i_|, quindi le coniche associate non sono a due a due proiettivamente
equivalenti. Infine C; = [4;]. O

Esercizio 7. Se K=K e C = [f] con deg f > 1, allora V(C) # 0.

Osservazione 16. E possibile che V(C) = 0 anche se C ¢ definita da un polinomio di grado > 1, se
K non ¢é algebricamente chiuso.

Esempio 10. Su K =R, la conica wo + 22+ 23 ha V(C) = 0.
St puo anche prendere :L' k4 x% + 3 k. con k € N.

Curiosita: In realta anche in questi casi si puo dare “dignita geometrica” a queste curve: si
guardano soluzioni di f(xg,z1,z2) = 0 in estensioni K C L (a meno di una relazione di equivalenza...).

Osservazione 17. Le curve di grado 1 e 2 sono “semplici” e siamo riusciti a classificarle completa-
mente (almeno su R e su C) a meno di equivalenza proiettiva.

Dal grado 3 in poi non é piu cosi e (almeno suR o su C) ci sono infinite classi di equivalenza proiettiva
di curve di grado d > 3.
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Esercizi Il settimana
Esercizio 6. Si considerino i punti di P?(R) dati da

Py =[1,0,0, P,=1[0,1,0, P;=1[0,0,1], Py=I[1,1,1]

Ql = [17_17 _1]7 QQ = [173a 1}7 Q3 = [17 17_1]7 Q4 = [17 1, 1]

(1) Si determini una formula esplicita per la proiettivita f : P2(R) — P?(R) tale che f(P;) = Q;
peri=1,2,3,4;

(2) Si determinino tutte le rette r C P2(R) tali che f(r) =r.

Dimostrazione. (1) 1 P; formano palesemente un riferimento proiettivo, quindi, affinché esista f,
bisogna che anche i Q); lo siano. Basta controllare che i Q; siano indipendenti a tre a tre. Scegliamo
delle basi normalizzate per i due riferimenti: per i P; prendiamo la base standard e per i ); proviamo
v =(1,-1,-1), va =(1,3,1), v3 = (1,1, —1): v3 +v2+v3 = (3,3, —1) non rappresenta Q4 = [1, 1, 1].
Cerchiamo allora una base normalizzata della forma avq, bvg, cvs, con a,b,c € R*, imponendo che

avi +bvy +cv3 = A(1,1,1) <= (a+b+c¢,—a+3b+c,—a+b—c) = A(1,1,1)

b =—a+3b
{a+ te @t obte ~ ad esempioa=b=1ec= -1

—a+3b+c=—-a+b—c
Quindi una base normalizzata rispetto ai Q; ¢ data da v1, vo, —v3.

Per determinare la proiettivita, scriviamo la matrice che manda la base normalizzata fissata per i P;
in quella per i Q;:

1 1 -1
M=|-1 3 —1| e¢invertibile e manda P; in Q);.
-1 1 1

(2) Guardiamo gli autospazi di M: il polinomio caratteristico di M
& (1 —A)(\ —2)? ed effettivamente 'autospazio relativo a A = 2 ha
dimensione 2. Questo vuol dire che i punti fissi di f (= fix f) sono
P Us, dove P e il punto corrispondente agli autovettoridi A=1¢e s e
la retta corrispondente all’autospazio relativo a A = 2.

Quindi s sicuramente soddisfa f(s) = s. In realtd ogni retta passante
per P ¢ tale che f(r) = r perché f(P) = Pe f(Q) = Q, dove {Q} = rNs.

Claim: queste sono le sole rette tali che f(r) =r.

Infatti, sia r tale che f(r) = r, supponiamo che r # s e che P ¢ r.
Prendiamo A € r\ s e sia {Q} = L(A4, P)N's. Sapendo che f(r) =re
che f(L(A, P)) = L(A, P) otteniamo

f(A) = f(L(A, P)nr) = f(L(A,P)) N f(r) = L(A, P)Nr = {A}

Quindi f(A) = A 4 perché stavamo supponendo che A ¢ {P} U s.
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1.10 Curve affini vs curve proiettive

Jo: K2 — Uy CPK)

(r,9) —  [Lay 00~ {70k

Ricordiamo che stiamo vedendo K? C P%(K) tramite

Definizione 1.10.1. Sia C = [F] una curva proiettiva di grado d > 0, con F € Klzg,z1,x2]4.
La parte affine, C°, di C ¢ la curva affine in K2 definita dal polinomio f(x,y) = F(1,z,y) detto
de-omogeneizzato di F' rispetto alla variabile xg.

Osservazione 18. Per costruzione, V(C°) = J;! (V(C)NUp).

Proposizione 1.10.1. Sezg 1 F' (cioé Hy = {xo = 0} non é una componente diC) = deg f = deg F.

. . .. d—1— P9 . . . .
Dimostrazione. Se scriviamo F' = ) aj;x ! Jmﬁxé, allora zg 1 F' <= Jip,jo con ip + jo = d
0<itj<d
e ajpj, 7 0. In tal caso, de-omogeneizzando, otteniamo d = degF, perché compare il monomio
@i 02"y’ (e non ce ne sono di grado pitu alto). O

Se invece xg | F', possiamo scrivere F(zg,z1,22) = xlgG(azo,xl,xg), con k > 1, z9 1 G(xg,x1,x2)
e deg G = deg F' — k. De-omogeneizzando, otteniamo f(z,y) = F(1,z,y) = 1*G(1,z,y) = G(1,z,vy)
che ha grado deg G = deg F' — k < deg F'.

Viceversa,

Definizione 1.10.2. Sia C = [f] una curva affine in K* di grado d > 0, con f € K[z, y]. La chiusura
proiettiva, C, di C ¢ la curva proiettiva in K2 definita dal polinomio F(xq, 1, 22) = ng(%, %) detto
omogeneizzato di f rispetto alla variabile xg.

Proposizione 1.10.2. Questo F' é un polinomio omogeneo di grado d = deg f.

Dimostrazione. Se scriviamo f(z,y) = Y. a;z'y’, allora
0<i+j<d
F _ode(TL T2\ 4 ¥y ) _ d—i—j i j
(xo,x1,22) = 205 f | —, — | = 2§ ajj-— - —= | = ajjr, xix
xo To xy )
0<i+j<d 0 %o 0<i+j<d
che ¢ effettivamente un polinomio omogeneo di grado d. O

Osservazione 19. Se F' é omogeneizzato di un qualche f(x,y) abbiamo che xo 1 F, perché, visto che
deg f = d, Jig, jo, con io+ jo = d, tali che a;yj, # 0, quindi nell’omogeneizzato F' compare il monomio
xxd con coefficiente # 0 e questo implica che xot F. In particolare Hy non é mai componente della

chiusura di una curva affine.

Proposizione 1.10.3. Queste due costruzioni danno una bigezione (d > 0 fissato)

{ Curve affini in K? } PN { Curve proiettive in P?(K) di grado d, }

di grado d senza Hy come componente
C — C
DO — D

Dimostrazione. Vale (5)0 = C, perché il de-omogeneizzato del polinomio F(xg,x1,x2) = azg f (;—é, %)
& proprio F(1,z,y) = 19f(%,4) = f(z,y).

Per l'altra composizione, dobbiamo verificare che se D € una retta proiettiva di cui Hy non & compo-
nente, allora (DY) = D. Vale la seguente identita:

F($07$17x2) — :L'gF<17 Ea xz) d = degF(l'O,lEl,l'Q)
o Xo
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Basta controllarla sui monomi: per il monomio A - 282823 " vale 'identita
b d—a—b
d a—=b _ d a T1 $2

Quindi se deg f(z,y) = d = degF' (segue dall'ipotesi =g  F)) (dove f(z,y) = F(1,,y)), allora
I'omogeneizzato di f(z,y) € proprio

r1 X r1 T
mgf<1,2>_xop< -1 2>:F(xo,x1,x2)

Tro o 1‘0 i)
Quindi questo mostra che (DY) = D, se Hy non & una componente di D. ]
Osservazione 20. Se Hy ¢ componente di D, qualcosa va storto.

Esempio 11. Se D ¢ definita da zo(23 + 23 + z022) = F (70,71, 72), deg F = 3, Hy & componente di
D. La parte affine DV ¢ definita dal polinomio

flz,y) =F,z,y) =11+22+1-y) =142 4y degf=2<degF =3.
Omogeneizzando f otteniamo
T T
G(xo,x1,22) = degff< . 2) = <1+ 2"’ > = xg +af + zox2
xo’ o Ty Zo
che ¢ diverso dal polinomio di partenza (il supporto della curva ha perso la componente Hy ).

Definizione 1.10.3. I punti all’infinito della curva affine C sono V(@) N Hy C P?(K).

Proposizione 1.10.4. Se C ¢ una curva affine di grado d, allora

o #(V(C) N Ho) < d;
e se K=K, abbiamo V(C) N Hy # 0.

Dimostrazione. Scriviamo C = [f] e sia F 'omogeneizzato di f cosicché C = [F]. I punti di V(C) N Hy
F(zo,z1,22) =0
9 =0
omogeneo di grado d nelle variabili 1, x2, non identicamente nullo (perché z( t F'). Dobbiamo studiare
le soluzioni di G(z1,z2) = 0.

Scriviamo G(z1,12) = #¥G1(x1,22), dove k > 0 e z1 § G1(x1,22), e sia g1(t) = G1(1,t), in cui si ha

sono le soluzioni del sistema . Sia G(x1,22) = F(0,21,22). Questo € un polinomio

d d A
deg g1 = deg G (se Gi(z1,22) = Y. alazlzzg ¢ allora xq Y G < ap # 0 e inoltre g(1,t) = 3 a;t?*
i=0 =0

ha grado d con termine di testa aotd).
Ora, le soluzioni [z1,x5] € PY(K) di G(x1,22) sono:

e [0,1] se k > 1;
e [1,x0], dove xy € K & una radice di g;(t).

queste soluzioni sono al piu d, perché, se k > 1, allora deg g1 = deg G1 < deg G = d, quindi le soluzioni
sono al piu 1 +degg; < 1+4d.
Inoltre, se K = K, il polinomio g;(¢) ha almeno una radice in K che da un punto all’infinito di C. [

In realta questo ragionamento praticamente dimostra anche il seguente

Corollario 1.10.5. Dati una curva proiettiva D di grado d e una retta £ C P%*(K) che non sia
componente di D, si ha #(V(D)N{) <d e, se K=K, allora V(D) Nl #0.
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Dimostrazione. Applicando una proiettivita opportuna di P?(K) (che non influisce sulla tesi del co-
rollario) che porta la retta ¢ nella retta Hy, abbiamo una curva D’ che non ha Hy come componente.

Quindi D' = (D)0 e, per la Proposizione [1.10.4] #(V((D’)O) N H()) < d e, se K = K, allora
——

D/
V((D')%) N Hy # 0. Da questo segue la tesi. O

Corollario 1.10.6. Dati D una curva proiettiva di grado d e £ C P?(K) una retta, se #(V(D)ﬂ[) >d,
allora ¢ ¢ necessariamente una componente di D.

Esempio 12. [l grafico disin(x) non puo essere il supporto di una curva algebrica su R perché interseca
l’asse x in infiniti punti e comunque l’asse x non & componente del grafico di sinzx.
Segue che Pp(x,y) € Klz,y], con degp > 1, tale che p(m,sin(;z;)) =0.

Osservazione 21. In tutto questo discorso si puo “mettere all’infinito” una qualsiasi retta £ C P%(K),
cambiando coordinate con una proiettivita. Ad esempio, se vogliamo mettere all’infinito Hy = {x1 = 0}
0 Hy = {x9 = 0} basta de-omogeneizzare per x1 o xg9 invece che per xg.

Esempio 13. Se vediamo una retta £ C K? come una curva algebrica di grado 1, la sua chiusura
proiettiva coincide con la chiusura proiettiva come sottospazio affine.

Esempio 14. Coniche su R:

La chiusura proiettiva di una curva affine é una conica proiettiva. Visto che c’é “una” sola conica
non degenere con infiniti punti in P?(K), seque che le chiusure proiettive di ellissi, parabole e iperboli
sono proiettivamente equivalenti.

PR )
sw(qoo/“ '

O co
Ao
vy

s, \FML)"QL parabola

Esercizio 8. Calcolare esplicitamente i punti all’infinito di 2® +y?> =1, 22 —y? =1 ez —y? = 0.

/: r!/é"“ OH "MZM%;

i
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1.11 Rette tangenti e molteplicita di intersezione
Esempio 15. La retta x = 1 é tangente alla circonferenza unitaria nel punto (1,0).

2?2 +y?=1
r=1
radice y = 0 sia doppia “rappresenta” la tangenza.

In generale, sia C = [f] una curva affine e ¢ C K? una retta.

Risolvendo si trova y? = 0 e il fatto che la

rT=a+ ot
y=b+pt
dove a,b, o, 5 € K, con (a, §) # (0,0), e t & un parametro che
assume valori in K.

I punti di V(C) N ¢ corrispondono alle radici del polinomio
p(t) = fla+ at,b+ Bt).

)

Rappresentiamo ¢ in modo parametrico come {

Definizione 1.11.1. La molteplicita di intersezione di C = [p] ed ¢ in Py € £ @ é
I(C, ¢, Py) = “molteplicita di ty come zero di p(t)” = sup{k € N : (t —to)* | p(t)}
Osservazione 22. o I(C,l,P) =0« Py ¢ V(C)N¥;
o I[(C,l,P) >1 <= PyeV(C)N{;
e se L ¢ componente di C, allora p(t) é il polinomio nullo. In tal caso I(C,¥¢, Py) = +0oc.
Proposizione 1.11.1. Con la notazione di sopra: £ é componente di C <= p(t) é il polinomio nullo.

Dimostrazione. (=) Ovvia: per un’equazione cartesiana g(x,y) = 0, il polinomio g(z,y) & fattore di
f(z,y), quindi, sostituendo x = a+ ot e y = b+ St, troviamo che g(a+ at, b+ 5t) ¢ il polinomio nullo,
quindi anche f(a + at,b+ St) € il polinomio nullo.
z=0
y=t
Scriviamo f(z,y) = xzg(z,y) + h(y) e quindi troviamo p(t) = f(0,t) = 0g(0,t) + h(t) = h(t).
Ora basta osservare che z | f(z,y) <= h(y) € il polinomio nullo, percio se p(t) = h(t) & il polinomio
nullo, segue che z = 0 & componente di [f]. O

(«<=) Applicando un’affinita al problema, possiamo supporre che ¢ sia la retta x = 0, cioe

Osservazione 23. Bisognerebbe verificare che I(C, ¢, Py) ¢ indipendente dalla parametrizzazione scelta
di £. Lo verifichiamo tra poco nel caso proiettivo, da cui sequira anche nel caso affine.

Definizione 1.11.2. Se I(C, ¥, Py) > 2, allora diciamo che { ¢ tangente a C in Py € V(C) N <.

Ora vediamo ’analogo proiettivo.
Sia C = [F] una curva proiettiva, F' € K[z, 71, 22]q e £ C P?(K) una retta. Scegliamo P, Q € ¢ distinti,
P =[v],Q = [w] con v,w € Hy CK3. P # Q, visto che v e w sono linearmente indipendenti, dunque
danno una base di H; (= sottospazio vettoriale corrispondente a ¢).
Il punto generico della retta ¢ si scrive Py, = [Av + pw], con [A, ] € PY(K).
I punti di V(C) N ¢ corrispondono alle soluzioni dell’equazione F'(Av + pw) = 0; poniamo

o x1 To
G(A\, 1) = F(Avg + pwo, Avy + paws, Ave + pws)

con v = (vg,v1,v2) € w = (wp, Wy, Wa).

Tale G(A, 1) € un polinomio omogeneo di grado deg F' (a meno che non sia il polinomio nullo).
Abbiamo che Py = [Aov + pow] € V(C) N L <= G (Ao, o) = 0.

Vedremo tra un attimo che G(Ag, po) = 0 <= (Ao — po) | G(A, ).

28(Cioe Py ha coordinate (x = a+ ato,y = b+ Bto), con to € K.
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Definizione 1.11.3. La molteplicita di intersezione diC el in Py € ¢ ¢ I(C,{, Py) = molteplicita
di [Ao, po] come radice di G(\, p):

I(C, £, Py) = sup{k € N : (Aug — pho)" | G(A, 1)}

Osservazione 24. Anche in questo caso:

e [(C,l,P) =0<= Py ¢ V(C)N¥;

o I(C,l,P)) >1<= PyeV(C)N{;

e se l é componente di C, abbiamo I(C,¢, Py) = +oo0.
Esercizio 9. Controllare che £ é componente di C <= G(\, ) ¢ il polinomio nullo.
Proposizione 1.11.2. Se G(A, 1) é un polinomio omogeneo, allora

1) G(Xo, po) = 0 <= (Auo — pho) | G(A, p);

2) Se K=K, G(\, u) si scompone completamente in fattori lineari;

3) se K=R, G(\, u) si scompone in fattori lineari o di grado 2.
Dimostrazione. 1) Se Ao = 0 (quindi py # 0), dobbiamo far vedere che G(0, up) = 0 <= X | G(A, p).
Scriviamo G(A, p) = iaiAiud_i, con d = deg G, da cui G(0, ) = apud = 0 <= ag = 0 e d’altra

i=
parte ag = 0 <= A | G(\, p).

Se Ao # 0, abbiamo G (g, j19) = 0 <= G(1 ) =0 @

Poniamo g(z) = G(1, ), per cui G(A, u = Ag(4), con d = deg G, (controllarla sui monomi). Adesso
per g(z) sappiamo che g(’;—g) =0+ (/\ow po) = (z, /\O) | g(x) e, omogeneizzando, segue la tesi.
2) e 3) seguono direttamente da quanto Vlsto G\, 1) = NG1(\, 1), con k € N, e, de-omogeneizzando
G1(\, 1), se K =K, g() si spezza completamente in fattori lineari percio, ri-omogeneizzando, segue
che anche G1(\, u) si spezza completamente in fattori lineari;

se K =R, g(z) si spezza in fattori lineari o di grado 2, quindi lo stesso per G1(\, u). O

Proposizione 1.11.3. Il numero I(C, ¢, Py):
e non dipende da come parametrizziamo £, cioé dalla scelta di v,w;

e ¢ invariante per proiettivita, cioé se f : P?(K) — P2(K) & una proiettivita, allora

Dimostrazione. e Se v/,w’ & una seconda base di H, C K3, allora 3 Z € GL5(K) matrice tale
1,1 T, A a b N : : : 1N 10 1o o
che \v+ pw = Nv' + p'v’ <= w) = e a) e il polinomio G'(XN, p/) = F(Nv' + p/w') si

ottiene dal polinomio G(A, 1) tramite la sostituzione lineare A = aX +bu’ e = X' +dp’ (perché
G'N, ) = FINV' + p'w') = F(Qw + pw) = G(X, 1)) e questa sostituzione lineare (invertibile)
delle variabili da una corrispondenza biunivoca tra i fattori dei polinomi G(A, ) e G'(N, i), che
manda il polinomio App — Ao (2 meno di una costante # 0) nel polinomio X g + /' Af

Esercizio 10 (Parentesi). - Se G(A\, ) é omogeneo, allora il polinomio omogeneo
HWN, 1) = G(aX + by, eN +dy)

ha grado < d = deg G;

*Perché G(A, p) & omogeneo, quindi G(Xo, po) = AG(1, 52).
3%Dove [Ao, o] «— Po per v, w e [\, uy] +— Po per v/, w'.
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- Applicando ad H la sostituzione inversa, riotteniamo G. Questo implica che deg H = d;

- Da questo segque che polinomi irriducibili vengono trasformati in polinoms irriducibili e che questa
operazione da una bigezione tra i fattori di G(\,u) e di H(N, u').

Da tutto cio segue che la molteplicita di [Ag, o] in G(A, p) & uguale a quella di [N, pg] in G' (N, 1/).
Scegliamo P = [v], @ = [w] in ¢ distinti e M € GL3(K) che rappresenti f : P?(K) — P2?(K) e scriviamo
C = [F]. f(P)=[Mv], f(Q) = [Mw] stanno su f(¢) e f(C) ha equazione F o M.

Scriviamo il punto generico di f(¢) come [A(Mv) + p(Mw)] = [M(Av + pw)).
Ora, I(f(C), f(€), f(P)) & la molteplicita di [1,0] nel polinomio

(equazione di f(C)) (punto generico di f(E)) = F(M_1 (M (v + uw))) = F(\v + pw)

Questo ¢ lo stesso polinomio che usiamo per calcolare I(C, ¢, P) (sempre per [1,0]) da cui segue la
tesi. O

Ora controlliamo che la nozione affine e quella proiettiva sono compatibili. Sia C = [f] una curva
affine, ¢ C K2 una retta e Py € £. Prendiamo la chiusura proiettiva C = [F| P} ¢ C P?(K).
Vogliamo vedere che I(C,¢, Py) = I(C,/, Py).

in K2 in P2(K)
. . .. rT=a+aot .
Dimostrazione. Scriviamo £ = bt gt dove Py ha coordinate (z = a + ato,y = b+ Stp), con
y =
To = A

to € K. £ si pud parametrizzare come { z; = aX + au , perché il punto (a,b) € K? corrisponde a
T9 = b\ + ,BM

[1,a,b] e il punto all’infinito della retta ¢ ha coordinate [0, «v, 3].

I(C,¢, Py) & la molteplicita di [1,tg] +— Py nel polinomio F(\, aX + au, b\ + Su).

I(C,¢, Py) ¢ la molteplicita di ¢ = ¢y nel polinomio f(a + at,b+ St).

Ora, la molteplicita di [1, o] in F'(\, aX + ap, bA + Bu) € uguale alla molteplicita di x = ¢y in

F(l,a+ az,b+ px) = f(a+ az,b+ fx) e questo da la tesi. O

Da questo segue che anche nel caso affine I(C, ¢, Py) non dipende dalla parametrizzazione della
retta.

Proposizione 1.11.4. Se C é una curva proiettiva di grado d e ¢ é una retta che non sia componente
di C, allora
Z I(C,¢,P) <d e, se K=K, vale l'uguaglianza.
Pev(C)ne

Dimostrazione. Segue dalla definizione di molteplicita e dal fatto che G(\, 1) ha al piu d fattori lineari

e, se K=K, ne ha esattamente d. ]

Corollario 1.11.5. Date C una curva affine di grado d e ¢ C K una retta che non sia componente
di C, allora

Z I(C,¢,P)<d

Pev(C)ne
Inoltre, se K =K, vale 'uguaglianza <= il punto all’infinito di £ non sta in V(C).

Dimostrazione. Segue direttamente dalla Proposizione [1.11.4] usando 1'uguaglianza della moltepli-
cita affine e proiettiva. O

Definizione 1.11.4. Se C ¢ una curva proiettiva e £ C P?(K) & una retta, allora, se I(C,¢, Py) > 2,
si dice che £ é tangente a C in Py.

3n cui F & I'omogeneizzato di f.
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Esercizi 111 settimana

Esercizio 10. Sia K un campo algebricamente chiuso e sia C una curva proiettiva in P*(K) di grado
positivo. Si mostri che V(C) é un insieme infinito.

Dimostrazione. Poiché K = K, K & infinito. Se fosse V(C) = P?(K) (a posteriori dell’Esercizio [11|sara
impossibile), allora [V (C)| = |P?(K)| = +o0.

Altrimenti, 3P € P%(K) \ V(C) e scegliamo le coordinate in C
modo che P = [1,0,0]. Ya € K consideriamo la retta r, di

equazione 1 + axy = 0 passante per P e, se o # 3, 1o # 73.

Per quanto visto in precedenza, visto che K = K, Va € K

AP, € ra NV(C).

Per concludere, basta osservare che, se a # f3, allora P, # Pg, perché altrimenti, usando il fatto che
P ¢ V(C), dunque P # P, e P # Pg, avremmo 7o = L(P, P,) = L(P, Pg) = r3. O

Esercizio 11. (1) Sia K un campo infinito e sia C una curva proiettiva in P?(K). Si mostri che
P2(K)\ V(C) ¢ un insieme infinito.

Dimostrazione. (1) Siano P = [1,0,0] e 74, con a € K, come sopra.

Se, per assurdo, P2(K) \ V(C) fosse finito, allora anche |r, \ V(C)| < 400, da cui |ro, NV (C)| = +o0,
visto che |K| = +o0, cioe, in particolare, |ro NV (C)| > degC. Percio, per quanto gia visto, r, sarebbe
una componente di C, ma quindi C avrebbe infinite componenti irriducibili distinte (cioe¢ C dovrebbe

avere “grado infinito”), il che & assurdo. O
Esercizio 13. Siano Pi,...,Ps cinque punti in posizione generale in P?(K). Si mostri che esiste
un’unica conica proiettiva C tale che V(C) contiene tutti i punti Py, ..., Ps e tale conica é non degenere

(i.e. grriducibile).
Dimostrazione. Scegliamo le coordinate in modo che
P1 = [1,0,0], Pg: [0,1,0], Pg: [0,0, 1], P4: [1,1,1], P5: [a,b,c]

(per ipotesi Pj, Py, P53, Py formano un riferimento proiettivo).

Sia A la matrice che rappresenta una conica C passante per i P;, con i =1,...,5, A € S3(K).
Se e; ¢ Ii-esimo vettore della base canonica, allora P; € V(C) = te;Ae; = 0, cioe a;; = 0, ossia A ha
0 a f
zeri sulla diagonale: A= | a 0 -~ |. Ora abbiamo [1,1,1] € V(C), percio
B v 0
1 a+f
(11 1)A(1])]=0=(111)|lat+y|=0
1 B+~

da cui, 2(a+B8+7)=0 :>‘oz—|—5+fy = 0‘ (supponiamo char K = 0).
11 passaggio per [a,b, c] da

a ab+ Be
(@ b c)A[b|=(a b ¢)|aa+rc| =2(aab+ Bac+~vbc) =0
c Ba + b

Dunque le coniche passanti per i P; hanno equazione axgri + Bxors + yrixe = 0, con

a+B+7v=0 a, b, ¢ sono parametri fissati
aab + Bac +vybe =0 «, B, sono le incognite.
Per concludere che 3!C conica tale che P; € V(C) Vi = 1,...,5, dobbiamo mostrare che questo sistema

abbia rango 2, cioe lo spazio delle soluzioni (in «, 3, ) sia 1-dimensionale, per cui il suo proiettivizzato
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sia un punto (in altre parole, la terna («, 3,7) # (0,0,0) che risolve il sistema deve essere unica, a
meno di scalari).

Osserviamo che, poiché Ps = [a,b,c|] ¢ L(P1, P») = {z2 = 0}, abbiamo ¢ # 0. Analogamente, a # 0
e b # 0, dunque aab + Bac + vbc = 0 <~ %a + %B + %7 = 0 e possiamo riscrivere il sistema come

at+B+v=0
%a + % B+ %’y =0
a = b = ¢, cosa vietata perché Ps = [a,b,c|] # [1,1,1] = Py.
Questo mostra esistenza e unicita della conica passante per i P;.
Se C fosse riducibile, allora dovremmo avere C = r1 + rg, con r1,r2 rette (dato che degC = 2).
Py, Py, P3, Py, Ps € r1 Uy, per cui, per il Principio dei cassetti, 3i € {1,2} tale che r; contenga
almeno tre punti tra i P;, ma questo e assurdo perché i P; sono a tre a tre non allineati.
Percio C e irriducibile. O]

che ha rango < 2 <= (1,1,1) e (1 L l) sono multipli 'uno dell’altro, cioé

c'bla

Osservazione 25. Se i P; sono distinti ma non in posizione generale, allora tre di essi, diciamo
Py, Py, P3, sono allineati, cioé giacciono su una stessa retta r, quindi |V (C) Nr| > 3 > degC, dunque
r é una componente di C e C é riducibile.
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1.12 Punti lisci e singolari

Nello spazio affine R?, sia C = [y? — 23], cio¢ la curva di equazione
y? = 23. Al variare di 7 tra le rette passanti per O = (0,0)
calcoliamo I(C,r,O). La generica retta passante per l'origine ha
equazione az + fy = 0, con (o, 5) # (0,0), ed & parametrizzata da
t — (—ft, at). Chiamiamo r, g questa retta.

Per calcolare I(C, 74,8, 0), sostituiamo (—pt, at) nell’equazione di

C, ottenendo .

g2 — 2 = 22 4 B33 = 12(a® + B%1)

La retta r, g passa da O per t = 0, dunque dobbiamo vedere la
molteplicita di 0 come radice di t?(a? + 3%t). Ci sono due casi:

D Sea#0, I(C,rep,0)=2;

@) Sea=0 (e necessariamente 5 # 0 perché («, 8) # (0,0)),
t2(a? + B3%t) = B33 e I(C,70,3,0) = 3.

Ricordiamo che in generale, una retta r ¢ tangente a una curva C

in P<=I(C,r,P) > 2.

Dunque, se C = {y? = 23}, tutte le rette per I'origine sono tangenti

a C nell’origine!

C’¢ una retta “piu tangente” (cioé con molteplicita di intersezione °
maggiore delle altre): la retta y = 0 (che visivamente sembrerebbe

I'unica tangente a C in O).

ser={y=0} I(C,r,0)=3

y=x

Definizione 1.12.1. Siano C curva (affine o proiettiva) e P un punto (di K* o P?(K)), la molteplicita
diCin P (o di P perC) ¢

mp(C) = min{I(C,r, P), con r retta passante per P}

Osserviamo che mp(C) =0 <= P ¢ V(C) e percio mp(C) > 1 <= P € V(C).
Nel caso della cuspide studiata sopra, mo(C) = 2.

Definizione 1.12.2. Se mp(C) > 2, P € V(C) si dice singolare per C.
Semp(C) =1, P € V(C) si dice non singolare (liscio o regolare) per C.

L’origine & un punto singolare della curva y? = 23 in R?.
Un punto e singolare <= tutte le rette passanti per il punto sono tangenti alla curva nel punto.

Definizione 1.12.3. Una curva algebrica C si dice liscia se ogni suo punto ¢ un punto liscio per C,
st dice invece stngolare se contiene almeno un punto singolare.

Proposizione 1.12.1. Siano C una curva affine e P € K® un punto. Se pensiamo K* C P2(K) tramite
Jo : K2 — P2(K), allora mp(C) = mp(C) 2|

Dimostrazione. Discende direttamente dal fatto che I(C,r, P) = I(C,T, P) Vr retta affine passante per
P e che ¢’ una bigezione tra le rette affini passanti per P e le rette proiettive passanti per P. O

Come capire se P e liscio per C?

32In particolare, P & liscio per C se e solo se lo & per C.
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1.13 Punti singolari e gradiente

Caso affine

Sia f € K[z, y] un’equazione della curva C.
Chiamiamo f;, f, le derivate parziali formali di f rispetto a z,y: il gradiente di f ¢ Vf = ( fz fy).

Teorema 1.13.1. Siano C = [f] una curva affine e P € V(C) un punto, allora
@ P ¢ liscio per C < Vf(P) # (0 0).

@ Se P = (a,b) é liscio, allora 3! retta tangente a C in P; tale retta ha equazione
fo(P)-(x—a)+ fy(P)-(y—0b) =0

Dimostrazione. (I) Una retta r passante per P = (a,b) & parametrizzata da v : t — (a + at, b+ fSt),

con (a, B) # (0,0).

Per calcolare I(C,r, P), dobbiamo calcolare il minimo della molteplicita di 0 come radice della funzione
g(t) = f(~7(t)). Tale molteplicita & > 2 <= g(0) = ¢/(0) = 0. Per laregola di derivazione delle funzioni
composte (vale anche per la derivata formale di polinomi!),

gt)=(fo)®) =VI(¥(1) ()

«

che, per t =0, da ¢’(0) = Vf(P) (ﬁ) = afy(P) + Bfy(P).

P e V(C) < ¢g(0) = 0. Dunque P ¢ singolare <= ¢'(0) = 0 per qualsiasi scelta della retta r <

afo(P) + B1,(P) £ 0¥(a, ) # (0,0) <= fo(P) = f,(P) =0 <= Vf(P) = (0 0)

@) Supponiamo ora V f(P) # (0 0). L’uguaglianza ¥ ci dice che r & tangente a C in P <= la sua
giacitura, che ¢ generata da («, 3), ha equazione f,(P)z + fy(P)y = 0.
Dunque esiste un’unica retta (affine) tangente a C in P: essa ¢ 'unica retta affine passante per
(a,b) = P e parallela alla retta f,(P)x + f,(P)y = 0.

Dungque 'unica retta tangente a C in P ha equazione f,(P)- (x —a)+ fy,(P)-(y —b) =0. O

Caso proiettivo

Sia F' € K[xg, x1, z2] un’equazione della curva C.
Chiamiamo F}, la derivata parziale di F' rispetto a z;: il gradiente di F' ¢ VF = (F;,;0 Iy, sz)

Teorema 1.13.2. Siano C = [F| una curva proiettiva e P € P*(K) un punto @ con charK = 0,
allora:

@ P ¢ singolare per C < VF(P)= (0 0 0).
@ SePeV(C) e VF(P)# (0 0 0), allora 3! retta tangente a C in P di equazione

Fxo (P)xo + le (P)xl + Fx2 (P)ZL’Q =0

Dimostrazione. (I) Sia P = [a, b, c] e, senza perdita di generalita, possiamo supporre a = 1 e studiare
il problema nella carta affine Jy : K2 — P?(K) (se avessimo preso b = 1, avremmo usato Jj e se
avessimo preso ¢ = 1, avremmo usato J3). Sia D = [f] la parte affine di C, per cui f(z,y) = F(1,z,y).
Identifichiamo Uy C P?(K) a K? tramite Jy, per cui pensiamo P anche come a un punto di K2.

33 non chiediamo P € V(C).
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Abbiamo visto che mp(C) = mp(D), in quanto C = D + kHy
(dove Hy ¢ la retta all'infinito [z¢]) e la retta all’infinito non

contribuisce a mp(C), cioe mp(C) = mp(D) = mp(D).
(Tra poco dimostreremo che per ogni curva affine o proiettiva i

mp(C+C") =mp(C) +mp(C’)

e cid implica che, se P ¢ Hy, allora mp(C +kHo) = mp(C).)
Dunque P & singolare per C <= lo & per D @@P eV(D)e

VIP)=(0 0) <= f(P)=0, fo(P) =0, f,(P) =0<=["|f(b,¢) =0, f2(b,c) =0, f,(b,c) =0

Osserviamo ora che

f(b,e) =F(1,b,¢c), fz(b,c)=Fy (1,b,¢), fy(b,c)=Fy,(1,b,¢)

Dunque P ¢ singolare per C <=

\F(l,b, ¢) =0, F,,(1,b,¢) =0, Fy,(1,b,c) = o\

Grazie all’ldentita di Eulero, le condizioni appena date sono equivalenti a
Fuo(1,b,¢) = Fy,(1,b,¢) = Fypy(1,b,¢) =0

Infatti, se valgono tali condizioni, da dF' = zoFy, + x1Fy, + x2Fy, @, sostituendo zg =1, z1 = b e
T9 = ¢, otteniamo

[AF(1,b,¢) = Fy(1,b,0) +bFy, (1,b,¢) + cFuy (1,b,¢) | (3 % *)

Dunque, se Fy, (1,b,¢) = Fy,(1,b,¢) = 0, annullarsi di F(1,b,c) equivale all’annullarsi di Fy,(1,b,c),
come voluto.

@) Per quanto visto in precedenza (cioé I(D,r,P) = I(D,7,P) = I(C,T, P)), una retta proiettiva &
tangente a C in P <= ¢ la chiusura proiettiva di una retta tangente a D in P. Dunque, per quanto
visto nel caso affine, se VF(P) # 0 e P € V(C), cioe F(P) = 0, allora otteniamo, come sopra, che
Vf(b,c) # 0 e, dal Teorema I'unica tangente a C in P ¢ la chiusura proiettiva della retta

fz(b,c) - (z =)+ fy(b,c) - (y —c) =0, cioe la retta

1 I
Fﬂ'x’l (l,b,C) FZQ(labaC)

F.,(1,b,¢) - (x1 — bxg) + Fry(1,b,¢) - (x2 — cxp) = 0 <=

zo( —bFy, (1,b,¢) — cFyp,(1,b, cl) + 21 Fy, (1,b,¢) + 2o Fy, (1,0, ¢) = 0 <

:on (17b70)7 per m
visto che F'(1,b,c)=0

o Fy(1,b,¢) + x1Fy, (1,b,¢) + 22F;,(1,b,¢) = 0, come voluto.
O

Osservazione 26. VF non ¢ una ben definita funzione: VF : P2(K) — K3 ﬂ
Pero, se deg F' = d, (F omogeneo owviamente) VF(\a, \b,\c) = A"V F(a,b,c), dunque VF(P) ¢
ben definito a meno di scalari non nulli, il che per noi é sufficiente.

34Per il Teorema [1.13.1

35Ricordando che P = [1, b, c], per cui, visto in K, P ha coordinate (b, c).
36Usiamo anche che d = deg F' # 0.

37T punti di P?(K) sono terne a meno di scalari.
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Riassumendo: se P € K2 0 P € P?(K) e C = [f] o C = [F], P & singolare per C <=

caso affine: f(P)=0AVf(P)=0
caso proiettivo: VF(P)=0 (= F(P)=0)

Esempio 16. Sia C = [y>—13], la cuspide. Calcoliamo i punti singolari
(abbiamo gia trovato l'origine). “ Retta tangente

Se f(z,y) = v* — 23, Vf(z,y) = (—31:2 2y), per cui il gradiente si
annulla in (O 0), che, giacendo sulla curva, e I'unico punto singolare
diC.

La tangente a C nel punto (1,1) ¢

1) - (z-1)+ f,(1,1) (y—1)=0= -3z +2y+1=0

In (0,0), tutte le rette sono tangenti, ma c’¢ una retta “piu tangente”,
cioe quella orizzontale.

Definizione 1.13.1. Dati C curva affine o proiettiva e P € V(C) punto, se I(C,r, P) > mp(C), allora
una retta v (affine o proiettiva) é una tangente principale o C in P.

Nel caso della cuspide, detta ro = {y = 0}, abbiamo che I(C,r,O) = 2 ¥r # ro, r passa per O e
I(C,79,0) = 3, dunque ry € 'unica tangente principale a C in O.
Se P & un punto liscio di una curva C, allora mp(C) = 1, dunque una retta passante per P & una
tangente principale <= I(C,r, P) > 1 <= r ¢ tangente.
Nei punti lisci, esiste un’unica tangente principale che & la retta tangente (abbiamo gia visto nel

Teorema [1.13.1] e nel Teorema [1.13.2|che nei punti lisci la tangente € unica).
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1.14 Calcolo di tangenti principali con sviluppo di Taylor

Trattiamo il caso affine (nel caso proiettivo ci si riconduce a quello affine usando le carte).
Sia C = [f] una curva affine e sia O = (0,0). Vogliamo studiare O (vedere se ¢ liscio, studiarne le
tangenti principali, ecc...). Decomponiamo f nelle sue componenti omogenee:

f=tfa+ farr+ faro+ -+ fo, n=degf, fa#0
Osserviamo che O = (0,0) € V(C) <= d > 1.
Proposizione 1.14.1. () mo(C) = d;
@ la retta di giacitura Span((«, 3)) é tangente principale a C in O = (0,0) <= fq(a, B) = 0;

@) Una retta di equazione ax + by = 0 é tangente principale a C in O = (0,0) <= ax + by é un
fattore di f4;
@ In O = (0,0), C ha al pit. mo(C) tangenti principali.

Dimostrazione. (1) Sia r parametrizzata da t — (ta, tf), allora

f(t()é,tﬂ) = fd(taatﬁ) + fd-i-l(ta)tf}) T+t fn(taatﬁ) = tdfd(avﬂ) T+ +tnfn(Od,B) =
= t*(falo, B) + thapr(a, B) + - + "7 fu(a, B)).
Poiché fg # 0 (come polinomio) e |K| = 400, I(a, §) # (0,0) tale che fy(a, B) # 0.
Dunque 3r retta per 'origine tale che I(C,r,O) = d. Inoltre, t¢ | f(ta,tB) V(a, B), dunque mo(C) = d.
@) Inoltre, r di giacitura Span((«, 8)) & tangente principale <=
I(C,7,0) > d <=t | f(to, t8) <= fa(, 8) =0

@) Per @), ax+by = 0 & tangente principale <= un suo generatore (—b, a) annulla fy <:>|Eax+by |
fa:

Ovviamente 3) = @): se esistessero piu di d tangenti principali, f; sarebbe divisibile per piu di d

polinomi omogenei di grado 1 coprimi a due a due, dunque sarebbe deg f; > d 4. O
Definizione 1.14.1. Sia C una curva affine di K2, un asin- —

toto di C € una retta affine r la cui chiusura proiettiva T sia &— c

una tangente principale a C in un punto improprio di C.

(Sono le rette “tangenti alla curva all’infinito”.) 2 WM

o bl dl'oo

Esempio 17. Calcolare i punti singolari, le tangenti principali nei punti singolari e gli asintoti della
curva y? = 22(z + 1).

Dimostrazione. Se f(x,y) = y? — x> — 22, allora V f(x,y) = (—33:2 —2x 2y), per cui i punti singolari
risolvono

€r =
3t +20=0 = qa(3r+2)=0 { 0
y =
2y - 0 y B 0 l:n\gemi principali
Dunque l'unico punto singolare ¢ lorigine (se = # 0, o /
avremmo sia x +1=0che 3z +2=0 4).
f($7y):y2_x2_ $3
componente componente
SROESdi grado 3

38Rivedere quanto osservato sulla fattorizzazione dei polinomi omogenei in 2 variabili.
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Per quanto gia visto, poiché y2 — 22 = (y — 2)(y + ), le tangenti principali in O sonoy =z e y = —x.
L’equazione F di C & z ((%)2 — (%)2 — (%)3> = 2210 — 2319 — 23 i cui punti impropri si ottengono
imponendo zy = 0 che da 21 = 0, dunque 'unico punto improprio & [0, 0, 1].

Cerchiamo le sue tangenti principali:

VF(xg,x1,22) = (x% —z? —2xpz1 — 322 2m0x2) = VF(0,0,1) = (1 0 0)

per cui [0, 0, 1] ¢ liscio per la chiusura proiettiva e ha una sola tangente principale (che ¢ la tangente)
di equazione F(0,0,1)xo + Fy, (0,0,1)x1 + Fz,(0,0,1)ze = 0, cioe z¢p = 0 che ¢ la retta impropria la
quale non e chiusura proiettiva di alcuna retta affine.

In conclusione, C non ha asintoti. O

3

Esercizio 11. Calcolare gli asintoti della curva C di R? di equazione x> — xy® + z%y — y3 + zy* = 0.

Dimostrazione. La chiusura proiettiva C di C ha equazione

F(xg,x1,x2) = 2328 — 212528 + 232023 — 2323 + 21205

e 1 punti impropri di C si ottengono ponendo zg = 0, da cui xlx% =0, cioe z1 =0V x9 =0.
I punti impropri sono percio [0,0,1] e [0,1,0].

Dobbiamo trovare le tangenti principali di questi punti:

VF(0,z1,22) = (0 23 4a123) = VF(0,0,1)= (0 1 0) e VF(0,1,0)= (0 0 0)

Dunque [0, 0, 1] & liscio con tangente (principale) z1 = 0, che & chiusura proiettiva di x = 0. Percio la
retta affine x = 0 € un asintoto di C.

Purtroppo [0, 1,0] non & liscio. Dobbiamo percio trovare le tangenti principali. Studiamo il problema
nella carta affine in cui si trova [0, 1, 0], cioe Uj.

3.2 2.2, .2 2 32 4
F(xg, 1, x2) = 2i25 — 212525 + T{T2Xh — THEG + 175

La curva affine J; '(C) ha equazione g(u,v) = F(u,1,v), cioe

g(u,v) = u® — u?v?® + vv — u?v® 4 v
Jy ! ([O, 1, OD = (0,0), dunque dobbiamo trovare le tangenti principali a J; 1(C) nell’origine.
La componente omogenea di grado minimo di g ¢ u? = u - u, per cui abbiamo la tangente principale
u = 0. Questo vuol dire che C ha, in [0, 1, 0], la tangente principale xo = 0
Questa tangente principale ¢ la retta impropria (rispetto a Jy): tanta fatica per “nulla
11 punto singolare [0, 1, 0] non da luogo ad asintoti, perché la sua tangente principale & proprio la retta
impropria. ]

7

Teorema 1.14.2 (Lemma di Bezout).
Siano C,D curve proiettive di P?(K), con degC =n e degD = m:

@ Se K| =+o0 e |[V(C)NV(D)| > n-m, allora C e D hanno (almeno) una componente irriducibile
m comune;

@ Se K ¢é algebricamente chiuso (conn >1 em > 1), allora V(C) NV (D) # 0.

In realta, date due curve C, D, esiste una ben definita nozione di molteplicita di intersezione tra
C e D in P (noi 'abbiamo visto nel caso in cui D sia una retta) e si ha che, se C e D non hanno
componenti in comune, allora

Z I(C,D,P) < n-m, con l'uguaglianza nel caso in cui K = K.
PeV(C)NV(D)

39Tn quanto u = %[1)’ percio la chiusura proiettiva di u = 0 rispetto alla carta Ji & la retta proiettiva zo = 0.
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Esempio 18. Se K=K ¢ C ¢ una curva proiettiva liscia (di grado > 1), allora C ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Se C = C; + Cy fosse riducibile, per Bezout, avremmo V(C;) NV (Ca) # 0, per cui,
preso P € V(C1) NV (Cz), avremmo che P sarebbe singolare per C 4 O

Esercizio 12. Siano C una curva liscia in P2(K), con degC =d > 1 V©
e K=K, e Q € P?(K), allora esiste almeno una retta passante per Q
e tangente a C in qualche punto di V(C) e ce ne sono al pit d(d—1).

Dimostrazione. Scriviamo cosa vuol dire che @ € 7p per P € V(C): Q = [qo, g1, ¢2]-
Dato P € V(C), P = [yo, y1, y2], la retta tangente a C in P @ ha equazione

Feo (Yo, y1,y2)x0 + Foy (Yo, y1, y2)1 + Fuo (Y0, Y1, y2)22 = 0

2
Quindi @Q € 7p <= >_ F..( y0,y1,y2 )¢i = 0. Le rette tangenti che stiamo cercando corrispondono
i=0 N——

queste sono
le “variabili”

F(yo,y1,y2) =0

2

> (o, y1,92)q =0
i=0

2
In altre parole, se chiamiamo D la curva proiettiva data dal polinomio omogeneo | > Fy, (o, y1,Y2)¢ |
i=0

quindi ai punti P = [yo, 91, y2] € P?(K) che soddisfano il sistema

stiamo guardando i punti di V/(C) N V(D) e vogliamo applicare Bezout.
2
Prima controlliamo che il polinomio ) F,.(yo,y1,¥2)g; non sia il polinomio nullo, da cui segue che ¢
i=0
omogeneo di grado d — 1.
Supponiamo per assurdo che sia il polinomio nullo e, senza perdita di generalita, supponiamo che

2
qo # 0. Dal fatto che > Fy.(yo,v1,¥y2)q = 0, ricaviamo Fy, = aFy, + fF,,, con a, f € K. Ora, Fy, e
i=0

F,, sono omogenei di grado d —1 (> 0) o nulli. In entrambi i casi, per Bezout, V(F,,) NV (F,,) # 0.

Prendiamo R € V(F,,) NV (Fy,).

Abbiamo F,, (R) = Fy,(R) = 0 e anche Fy,(R) = 0, vista 'uguaglianza di sopra. Da questo segue che
2

R € Sing C[*!| Per ipotesi perd C ¢ liscia 4, quindi il polinomio Y~ Fy, (o, ¥1, y2)g; non & identicamente

=0
nullo ed ¢ omogeneo di grado d — 1.

Per Bezout, se C e D non hanno componenti in comune, possiamo concludere che
[V(C)NV(D)| <degC-degD =d(d—1)

C e D non hanno componenti in comune, perché C ¢ irriducibile (visto che ¢ liscia), quindi 'unica
componente che potrebbero avere in comune e C stessa, ma degD < degC 4 O

49Ben definita perché per ipotesi C ¢ liscia.
Luogo dei punti singolari di C.
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Esercizi IV settimana
Esercizio 14. Sia C la curva di P*(C) di equazione
F(xg,x1,29) = 2523 — mox125 — 327 — 2303 — 2w023 = 0
(1) Si mostri che C ha 4 punti singolari e si osservi che tre di essi sono allineati.
(2) Si dica se C sia irriducibile.

Dimostrazione. (1) Usiamo il criterio del gradiente:

Fpy = 2x07? — 2103 — 22023 — 223
_ 2 2 2
VE(xg,x1,22) = § Fyy = 22821 — 2073 — 1223 — 62023

Fp, = —2mgr129 — 22370 = —22072(21 + 70)

Dalla terza componente del gradiente deduciamo che, se [xq, z1, 23] € singolare, allora

$0:O\/xg:0\/a:1+x0:0‘

Sostituendo nelle altre due componenti del gradiente, abbiamo

—ras -2 =0 e —1223=0

da cui z; = 0 & necessario e sufficiente per 'annullarsi di VF', percio otteniamo il punto | [0, 0, 1] |

Sostituendo nelle altre due componenti del gradiente, abbiamo

2wor? — 223 = 23 (xg —x1) =0 e 2zdx; — 1223 — 62027 =0

dacui 21 =0Vxy=2x1.
Sottocaso 1 = 0 Si annulla anche la terza componente di VF', percio otteniamo il punto | [1,0,0] |

Sottocaso xg = =1 | La terza componente di VF diventa —16x8 =0,dacuizg=0= 21 =0Azy =0,
ma non abbiamo nessun punto associato a queste condizioni.

Caso g + x1 = 0| Sostituendo nelle altre due componenti di VF', abbiamo

—22% — xy2d 4 2my03 — 223 = ;23 — 42} = 21 (w — 221) (29 + 221) = 0

e 223 + x1a3 — 1203 + 623 = 2123 — 42 = (w9 — 221) (22 + 221) = 0
Dunque, se 1 =0 e xyg = —x1, allora otteniamo di nuovo [0, 0, 1];
se xg = 2x1, allora otteniamo | [—1,1,2]|; se 29 = —2x7, allora otteniamo | [—1,1,—2] |

In conclusione, i punti singolari di C sono [1,0,0], [0,0,1], [-1,1,2] e [-1,1, —2].
I punti [0,0,1], [-1,1,2] e [-1, 1, —2] giacciono sulla retta 29 + x; = 0 e dunque sono allineati.
(2) Sia r la retta di equazione xg + z1 = 0, allora

> IC.rP)>2+242=06>degC
Pev(C)nr

in quanto, se P ¢ un punto singolare e r passa per P, allora,
per definizione di punto singolare, I(C,r, P) > 2.
Dunque 7 € una componente irriducibile di C = C & riducibile. O
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Esercizio 16. Siano C,C’ curve proiettive e sia P € P?(C). Si mostri che
my(C +C) =mp(C) +mp(C')

Dimostrazione. Scegliamo le coordinate in modo che P = [1,0, 0] e studiamo le parti affini D e D' di C
e C' (ricordiamo che mp(C) = mp(D), mp(C") = mp(D’) e mp(C+C") = mp(D+7D’), dove indichiamo
con P anche (0,0) = J; ' ([1,0,0]) = J; ' (P) e osserviamo che effettivamente D + D’ & la parte affine
di C + C'). Abbiamo visto che, se f e g sono i polinomi che definiscono D e D’ con decomposizioni
in componenti omogenee f = fg+ far1+ -+ fo,con fg#£0,e g =gy +gai1+ -+ g =0, con
ga 7 0, allora mp(D) =d e mp(D') =d'.

Ora, mp(C+C') =mp(D+ D) = H grado della componente omogenea di grado minimo di f-g =
d+d =mp(C)+mp(C'), in quanto f - g = fy- go+ termini di grado superiore. O

Nel caso in cui si studi un punto P = (x0,yo) diverso da (0,0) in una curva affine C di equazione

f(z,y) = 0, dobbiamo riscrivere f come somma di monomi in (z — ) e (y — yo) e procedere come
k . .

sopra, cioe porre f = fg+ fay1+- -+ fn, con fr = 3 ai(x —x0)'(y —yo)* ¢, per ottenere mp(C) = d.
i=0

Corollario 1.14.3. Siano C,C’ curve proiettive e P € P?(K), allora P ¢ singolare per C + C' <= P
¢ singolare per C, P ¢ singolare per C' oppure P € V(C) NV ().
Dimostrazione. mp(C +C') = mp(C) + mp(C') > 2 <= almeno uno tra mp(C) e mp(C") & > 2 (cioe
P & singolare per C o per C') oppure mp(C) > 1 e mp(C') > 1, cioe P € V(C)NV(C). O
Esercizio 17. Sia C una conica di P*(C). Si mostri che i sequenti fatti sono equivalenti:

(1) C ¢é degenere;

(2) C é singolare;

(3) C ¢é riducibile.

Dimostrazione. ((3)=>(2)) Vero in generale per curve su K = K. Se C ¢ riducibile, allora C = C; +Cs,
con degCi,degCy > 0. Per Bezout, abbiamo V(C;) NV (Ca) # 0 e, se P € V(C1) NV(Ca), allora
P € V(C) ed & un punto singolare per C, perché mp(C) = mp(C1) + mp(Ca) > 2.

((1)<=(2)) Calcoliamo VF, dove F & un’equazione di C. Data A = (a;;) € S3(C) che rappresenta C,

2
2 2 2
F(wo, x1, 1‘2) = E Qi T = agoTy + 1127 + aexsy + 2a012021 + 2a02T0T2 + 201271 T2
2,7=0

VF(zo, 21, 22) = 2 (agozo + ao1®1 + ageT2  ao1Zo + a1171 + a12T2  Ap2To + Q1221 + A22T2)

Zo
= VF(wo,xl,xg) =2A 1
T2

Quindi il sistema VFE = 0 ha soluzione # (0 0 0) <= det A = 0 <= C & degenere (ricordiamo
che nel proiettivo le soluzioni # (0 0 O) di VF = 0 sono automaticamente punti di V(C), grazie
all'Identita di Eulero).

((2)=>(3)) Supponiamo che P € V(C) sia un punto singolare. Scegliamo un Q € V(C) \ {P} @ e
consideriamo la retta ¢ = L(P, Q). Visto che P & singolare per C, abbiamo I(C,¢,P) > mp(C) > 2 e
I1(C,0,Q) > 1, da cui

Y I(C.,P) = I(CL,P)+1(C,t,Q) >3 > degC
P'eV(C)ne

percio £ deve essere componente di C = C ¢ riducibile. O

42Per quanto gid visto.
“3Esiste perché, se K = K, allora V/(C) ¢ infinito.
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E se K non e algebricamente chiuso come, ad esempio, K = R?
((3)=>(2)) & ancora vero, perché due rette in P?(K) hanno sicuramente intersezione non vuota.
((1)<=>(2)) ¢ pure ancora vero (infatti nella dimostrazione non serve K = K).
((2)=>(3)) invece non & pilt vero: ad esempio la conica F' = 2§+ = 0 in P?(R) ha supporto {[0,0, 1]}
e questo ¢ un punto singolare perché VF = (2z9 2z; 0) e VF(0,0,1) = (0 0 0). Tuttavia F su
R non e riducibile.
Avvertenza: quando K # K, in Geometria algebrica una curva si considera liscia qualora non abbia
punti singolari in K.

Esempio 19. e Date due coniche C1,Co in P%*(R) tali che V(C1) NV (C2) = 0, la loro somma
C = C1 + C2 non ha punti singolari reali, pero, se guardiamo i punti complessi, é singolare (in
quanto riducibile);

e L'esempio di prima, z3+x3 =0, ¢ irriducibile su R ma non su C: x3+23 = (vo+iz1) (w0 —ix1),
cioé la conica é unione di due rette complesse che si intersecano nel punto [0,0,1].

Esercizio 18. Sia C una conica non degenere di P?(C) avente equazione ‘xAzx =0, dove A ¢ una
T
matrice simmetrica 3 X 3 a coefficienti in C e x = | a1
T2
Per ogni P = [v] € P?(K), indichiamo con pol(P) la retta di
equazione 'vAx = 0. Inoltre, per ogni Q € V(C) indichiamo
con 7¢g la tangente a C in Q.

| RL(P)

(1) Si mostri che, se P € V(C), allora pol(P) = 7p.
(2) Si mostri che, se P ¢ V(C), allora pol(P)NV(C) ={Q € V(C)|P € 19}.

Dimostrazione. (2) (Senza supporre che P ¢ V(C).) Dato Q € V(C), calcoliamo I'equazione di 7¢:
nell’Esercizio (17| abbiamo visto che (detta F' ’equazione della conica) VF(Z) = 2A%.
L’equazione della tangente a C in Q = [Ty, T1,T2] € V(C) ¢ 'VF(T)x = 0, quindi @

P=D] € TAv=0+=("TAv) = 0 < W'AT = 0 <= "vAT = 0 <= Q € pol(P)
——

ha equaz.
tyAz=0

(1) Supponiamo che P € V(C). Sappiamo che pol(P) NV (C) = {Q € V(C)|P € 1q}. Visto che
P € 7p, abbiamo che P € pol(P) N V(C). Adesso verificheremo che sia I'unico punto di quell’insieme
e, una volta fatto questo, avremo concluso, poiché pol(P) NV (C) consistera di un punto solo e percid
pol(P) sara tangente a C in P, cioe pol(P) = 7p.

Se, per assurdo, 3Q # P tale che Q € V(C) e P € 7q, allora la retta 7o avrebbe I(C,79,Q) > 2 e
I(C,7q, P) > 1 = 71 sarebbe componente di C 4 perché C & non degenere e per I’Esercizio O

WY R (T)z = (24T)z = 2'T " Az A=A 9tz A
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Esercizi V settimana

Esercizio 19. Sia C una curva proiettiva in P?(C).
(1) Si mostri che, se C é irriducibile, allora ha un numero finito di punti singolari.
(2) Si mostri che C ¢ ridotta se e solo se ha un numero finito di punti singolari.

Dimostrazione. (1) Sia C = [F], dunque P € P?(C) ¢ singolare per C <= F(P)=0e VF(P)=0 (in
realta VF(P) =0= F(P) =0).
Quindi P & singolare <= F(P) = 0, F,,(P) =0, Fy,(P) =0 e F,,(P) = 0.
Poiché 0 # F = won°+x1§”1+m2Fz2, almeno uno tra Fy,, F,, e Fy, non ¢ il polinomio nullo. Suppo-
niamo si tratti di F,, percio, se P ¢ singolare, allora P € V(C) NV ([Fy,)).
Notiamo che deg F,, < deg F' e F' ¢ irriducibile per ipotesi, dunque F,, ed F' non possono avere fattori
comuni, percid, per Bezout, )V(C) N V([Fm])‘ < degC - (degC —1).

—

deg Fy

(2) (<) Se C non & ridotta, allora 3D componente multipla di C, cioe C = kD 4+ D', con k > 2, ma
quindi VP € V(D) mp(C) = k-mp(D) + mp(D') > k-14+0 > k > 2, dunque P & singolare per C. La
tesi segue dal fatto che il supporto di una curva proiettiva (di grado positivo) in P?(C) sia infinito E
(=) Se C ¢ ridotta, allora C = Dy + - - - 4+ Dy, con D; # D; per i # j e D; irriducibile Vi.

k
VP e V(C) mp(C) = > mp(D;) che & > 2 quando 34, j, con i # j, tali che mp(D;) > 1 e mp(D;) > 1
i=1

oppure Jl tale che m;(Dl) > 2, cioe se e solo se P € V(D;) NV (D) per qualche i # j oppure P &
singolare per qualche D; (scriviamo P € Sing D;), cioe

k
P ¢ singolare per C <= P | (V(Di)nV(D))) U] SingD;
i#j i=1

(2

J
=1,.
=1,..

dove | (V(D;) NV(Dj)) ¢ finito per Bezout, visto che D; # Dj;, D;,D; sono irriducibili e
v

J=1,...,k
k

|J Sing D; ¢ finita per il punto (1).

i=1

La tesi segue dal fatto che un’unione finita di insiemi finiti sia finita. O

“Gia visto (Esercizio , usando che C sia algebricamente chiuso.
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CAPITOLO

2
TOPOLOGIA GENERALE

2.1 Spazi metrici e topologici

Definizione 2.1.1. Uno spazio metrico ¢ una coppia (X,d), dove X é un insieme ed : X x X — R
e una distanza, cioc é tale che:

1. d(z,y) >0Vr,y € X ed(z,y) =0z =y;
2. d(z,y) =d(y,z) Vz,y € X;

3. d(z,y) +d(y,z) > d(z,z) Vo,y,z € X (disuguaglianza triangolare).

n
Esempio 1. In X =R", dg(x,y) = [ > |x; — yi|? é detta distanza Euclidea.
i=1

Sl

Esempio 2. In X =R", conpeR ep>1, dy(z,y) = (Z |x; — yi]p> . In particolare:

n

o p=1,di(z,y) =3 |zi —yil;
i=1

e p =2, Esempio [1];

o ‘p=00", doo(z,y) = max{|x; —y;| i =1,...,n}.
Esempio 3. In X = {f :[0,1] — R| f ¢ continua}, conp €R ep > 1,

1
(/ |f(t) \pdt> ¢ detta distanza LP

0 sex=y

1 sex#y
E una distanza: (1.) e (2.) sono immediate e per (3.), d(z,y) + d(y, z) > d(z,z): Uunico “rischio” é
ched(z,z) =1 ed(x,y) = d(x,z) =0, ma questo non accade perché d(z,y) =d(y,z) =0=xz =1y e

Esempio 4. Definiamo la distanza discreta su un X qualsiasi come d(z,y) = {

Definizione 2.1.2. Dati (X,d) e (Y,d) spazi metrici, un embedding isometrico é una funzione
f:(X,d) — (Y,d) tale che d’(f(x),f(y)) =d(x,y) Va,y € X.
Se f é bigettiva, allora si dice isometria.
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Osservazione 27. e Se f ¢ un embedding isometrico, allora f é iniettivo, infatti se f(z) = f(y),
allora 0 = d’(f(x), f(y)) =d(z,y) =z =1y.

o Se un embedding isometrico & bigettivo, allora f~':Y — X ¢ automaticamente un embedding
isometrico (e quindi un’isometria), perché, leggendo “al contrario” d’(f(x),f(y)) = d(z,y),
otteniamo che d'(z,w) = d(f~1(z), [ (w)) Vz,w € Y.

o Composizione di embedding isometrici € un embedding isometrico e l'identita ¢ un embedding
1sometrico.

o Segue che Isom(X,d) = {f : (X,d) — (X,d)| f ¢ isometria} (= Isom X) é un gruppo rispetto
alla composizione.

Esempio 5. o (X,d) = (R",dg) distanza Euclidea,

Isom(R",dg) ={f:R" — R"| f(z) = Ax + b, dove A€ O(n) ebe R"} ZR" x O(n)

1 sex#y

Isom(X,d) = {f : X — X bigezione}

0 -
o Sed é la distanza discreta su X <cioé d(z,y) = { e y), allora

Ogni isometria e una bigezione e, data una bigezione f : X — X, dobbiamo controllare che

d(f(x), f(y)) = d(z,y): in effetti d(f(z), f(y)) = {0 se f(z) = f(y)

quindi, visto che f é una
L se f(z) # f(y)
bigezione, v = y <= f(x) = f(y).

Questa nozione di funzione & troppo “rigida” per quello che vogliamo fare.
Per esempio (X, d) e (X, 2d) non sono isometrici ma per certi versi “dovrebbero essere considerati lo
) bl
stesso spazio”.

Definizione 2.1.3. Dato (X,d) uno spazio metrico, la palla aperta di centro o € X e raggio R > 0
é B(zo, R) = {x € X |d(x,z0) < R}.

Definizione 2.1.4. Una funzione continua in xo € X é una funzione f : (X,d) — (Y,d') tale che
Ve > 036 > 0 tale che d(z, z0) < § = d'(f(z), f(z0)) <& (cioéa; € B(wo,8) = f(z) € B(f(20)¢),

ossia f(B(wo,8)) C B(f(z0), 8)) Una tale f si dice continua se é continua in xo Vrg € X.
Esempio 6. o Gli embedding isometrici sono funzioni continue: dato €, possiamo prendere § = €.

e Sed ¢ la metrica discreta su X, chi sono le funzioni continue f: (X,d) — (Y,d)?
X se R>1

= (20} R<1 quindi, per soddisfare la continuitd, basta
ro} se R<

Nella metrica discreta, B(xg, R)

_1
prendere 6 = 3 E|

Definizione 2.1.5. Dato (X, d) uno spazio metrico, un sottoinsieme A C X si dice aperto se Vg € A
36 > 0 tale che B(xzg,d) C A.

Proposizione 2.1.1. f: (X,d) — (Y,d') ¢ continua <= YA C Y aperto f~1(A) C X ¢ aperto.
Lemma 2.1.2. Le palle aperte sono sottoinsiemi aperti.

Dimostrazione. (Lemma Sia B(zg, R) una palla aperta.

Vogliamo verificare che, dato y € B(xg, R), 30 > 0 tale che B(y,d) C B(xo, R).

Prendiamo 6 = R — d(y, zp). Controlliamo che B(y,d) C B(xo, R): se z € B(y,¢), allora d(y, z) < 4,
quindi d(z, zo) < d(z,y) + d(y, o) < 6 + d(y, o) = R — dly=x0) + dly70). O

!Notare che in questo caso si ha B(xo, R) = B(zo, R') con R # R’
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Dimostrazione. (Proposizione [2.1.1]) (:>) Supponiamo che f sia continua e dimostriamo che se
A C Y ¢ aperto, allora f~1(A) C X & aperto. Dobbiamo vedere che Yxo € f~1(A) 36 > 0 tale che
B(zo,8) C f1(A). Visto che A & aperto, Je > 0 tale che B(f(w0),£) C A. Per continuita di f, 30 > 0
tale che f(B(zo,d)) € B(f(xo),e) C A. Segue che B(xzo,d) C f~1(A).

(<:) Supponiamo che f~}(A4) C X & aperto YA C Y aperto. Sia zg € X e verifichiamo che f sia
continua in xg. Fissato € > 0, vogliamo trovare § > 0 tale che f(B(:UO, 5)) - B(f(xo), 5).

Ora, B(f(sco), 5) ¢ un aperto per il Lemma [2.1.2] quindi, per ipotesi, f~! (B (f(aco), 5)) e aperto in

X. Dunque, visto che 2o € f~! (B(f(xo),s) , 36 > 0 tale che B(xg,6) C f~! (B(f(wo),a)). Segue
che f(B(zo,8)) C B(f(z0),¢). O

Quindi la continuita dipende soltanto dagli aperti degli spazi metrici coinvolti.

Proposizione 2.1.3. Sia 7y ={AC X |A ¢ d-aperto } C P(X), valgono:
——

aperto per la
distanza d

1. X,@ € T4,
2. se A1, As € 14, allora A1 N Ay € 1y4;

3. se Aj € 1q, coni € 1, allora |J A; € 14.
i€l

Dimostrazione. (1) Ovvio che X sia aperto, ma anche che () lo sia (perché l'ipotesi x € () & falsa,

dunque la proposizione a cui appartiene ¢ vera);

(2) se Ay, Ag sono aperti e xg € A; N Ay, allora 391, 2 > 0 tali che B(xg,01) C Ay e B(xp,02) C Ag,

quindi B(mo,min{él,ég}) C A1 NAy;

(3) se A;, con i € I, sono aperti e g € |J A4; e preso iy tale che zp € A;,, 4;, & aperto, quindi 36 > 0

el

tale che B(zg,0) C A;, € | Ai, quindi |J A; ¢ aperto. O
i€l iel

Osservazione 28. Non ¢é vero in generale che, se A;, con i € I, sono aperti, allora (| A; é aperto:

el

ad esempio A, = (— 1 l) CR, conn €N, sono aperti, ma (| A, = {0} non lo é.

n’n
neN

Definizione 2.1.6. Uno spazio topologico ¢ una coppia (X, 1), dove X é un insieme e 1 C P(X),
detta topologia, ¢ tale che

1. X,0er;
2. se A1, Ay € 7, alloraA1 N Ay € 75

3. se AT, coni€l, allora |J A; €.
el

Gli A € 7 si dicono aperti e i C C X tali che X \ C € 7 si dicono chiusi.
Osservazione 29. e Da 2. seque induttivamente che se A1, ..., Ax € T, allora AiN---NA, €T.
e Per i chiust valgono le proprieta “complementari”, cioé:

1. X, 0 sono chiusi;
2.7 se C1,Cy sono chiusi, allora Cy U Cy € chiuso (e seque anche per unioni finite);

3.7 se C; C X, coni € I, sono chiusi, allora (| C; é chiuso.
el

e una topologia si puo specificare anche dando i chiusi (che soddisfano 1.7, 2.7 e 3.°);
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e “Gli insiemi non sono porte” (J. Munkres), cioé tipicamente esistono sottoinsiemi di X che non
sono né aperti né chiusi E|

Esempio 7. Se (X,d) ¢ uno spazio metrico, (X,74) € uno spazio topologico, dove 14 ¢ la topologia
indotta dalla distanza d.

Definizione 2.1.7. Uno spazio topologico (X, T) si dice metrizzabile se 3d distanza su X tale che
T = T4 (vedremo che esistono topologie non metrizzabili).

Definizione 2.1.8. Due distanze d,d su X si dicono topologicamente equivalenti se 74 = 7.

n
Vediamo Che7 su R™, dl(l‘,y) = Z ‘:L"L - .%|> dE(w7y) € doo(xay) = maX{|$i - yz| re=1,... 7”}
i=1
sono distanze topologicamente equivalenti EL

Lemma 2.1.4. Date due distanze d,d’ su X, se o, > 0 tali che d < ad' e d' < Bd (cioé Vo,y € X
d(z,y) < ad(z,y) e d(z,y) < Bd(z, y)), allora d e d' sono topologicamente equivalenti.

Dimostrazione. Sia A C X d-aperto e vogliamo vedere che ¢ anche d’-aperto. Sia z¢ € A: sappiamo
che 35 > 0 tale che B%(x, ) C A, ora prendiamo B? (a:o, g) Vediamo che BY (mo, g) C B4(xo,9).

Se y € BY (xy, %), allora d'(zo,y) < g e quindi d(zo,y) < ad'(xg,y) < § = y € B%(xg,0). Questo
mostra che A ¢ d’-aperto. Facendo il discorso simmetrico, concludiamo che 74 = 7. ]

Proposizione 2.1.5. di,dg,ds su R™ sono topologicamente equivalents.
Dimostrazione. La disuguaglianza media aritmetica-media quadratica (AM-QM)

n
Z |$z‘ - yi|

=1

n

2

che segue, ad esempio, dalla convessita di f(x) = 2, mostra che , cloe

d1(ac,y) < dE(ac,y)
no ST m

di(z,y) < Vn-dp(z,y)

dE($7y) =

D olwi—wil? < Vn - doo(m,9)? = V- doo(w,y)
=1

n
dOO(xay) = HlaX{|£L'i - y2| D= 1a .- '7n} < Z |$1 - yl| = d1($,y)
i=1

Dunque, per il Lemma si ha la tesi. ]
Esempio 8 (Topologia discreta). La Topologia discreta su un insieme X ¢é 7g4;5c = P(X).

Osservazione 30. 7. ¢ metrizzabile e coincide con la topologia indotta dalla distanza discreta d:
abbiamo visto che per T4, B(:co, %) = {xo}, quindi i singoletti sono aperti, percio qualsiasi Y C X ¢
aperto, in quanto Y = |J {y} & unione di aperti.

yey
Esempio 9 (Topologia indiscreta). La Topologia indiscreta su un insieme X € Tipgisc = {0, X }.

Definizione 2.1.9. Siano (X, 1), (Y,7') due spazi topologici, una funzione continua é una funzione
f:(X,7) — (Y,7') tale che VA€ 7', f71(A) eT.

Un omeomorfismo ¢ una funzione continua f : (X,7) — (Y, 7') bigettiva e con inversa continua.

2Ad esempio [0,1) in R dotato della topologia Euclidea.
3In realtd, tutte le distanze provenienti da una norma su uno spazio vettoriale di dimensione finita sono
topologicamente equivalenti.
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Esempio 10. Dato un insieme X, con |X| > 2, Id : (X, 74isc) — (X, Tindisc) € continua, & bigettiva
Ad~! =1d), ma Uinversa 1d : (X, Tindise) — (X, Taise) non ¢ continua: se x € X, allora {x} ¢ aperto

Proposizione 2.1.6. Sia (X, 7) uno spazio topologico metrizzabile, allora T ¢é indotta (anche) da una
metrica d limitata, addirittura tale che d(x,y) < 1 Vz,y € X.

(La proprieta “essere limitato”, per uno spazio metrico, non & topologica, cioé uno spazio metrico
limitato puo essere omeomorfo a uno spazio metrico illimitato.)

Dimostrazione. Poiché T & metrizzabile, ¢ indotta da una distanza d’. Poniamo d : X x X — R tale
che d(z,y) = min{d'(z,y),1}. d & effettivamente una distanza:

1. d(z,y) > 0Vz,y € X tovvioesed(z,y) =0 = min{d'(z,y),1} =0 = d'(z,y) =0 =z = y;
2. d(z,y) = d(y, z) discende direttamente dalla simmetria di d’;
3. Dati z,y,z € X, dimostriamo che d(x,y) < d(x, z) + d(z,y):

— se d(x,z) =1 oppure d(z,y) = 1: d(z,y) <1 <d(z,z)+ d(z,9);

— altrimenti, d(x,z) < 1 e d(z,y) < 1, per cui d(z,z) = d'(z,2) e d(z,y) = d'(z,y), dunque:
d(z,y) = min{d'(z,y),1} < d'(z,y) < d'(z,2) + d'(2,y) = d(z,2) + d(z,y).

Ora dobbiamo dimostrare che d e d’ inducono la stessa topologia.

Osserviamo che, se R < %, allora By(x, R) = By (z, R) Vx € X. Ora, siano 7 la topologia indotta da

d' e 74 la topologia indotta da d.

A & aperto per 7 <= Vo € A 3R > 0 tale che By(z,R) C A <= Vz € A 3R € (0,3) tale che
C

12
By(z,R) C A <:)E Vz € A 3R € (0,3) tale che By(z,R) C A <= A & aperto per 74. Dunque
T =T4. O

Osservazione 31. Avevamo gia visto che, se esistono due distanze di e do su X tali che dy < k- ds
e dy < K -dy per qualche k, k' € R, allora di e dy inducono la stessa topologia (in tal caso di e
dy si dicono bilipschitz equivalenti). La Proposizione ci dice pero che ci sono distanze
topologicamente equivalenti (cioé che inducono la stessa topologia) ma non bilipschitz equivalenti:
basta prendere X =R, di(z,y) = |x — y| e d2(z,y) = min{|z — y|, 1}.

Esempio 11 (Topologia cofinita). La Topologia cofinita su un insieme X é
Teof = {0} U{A C X tali che | X \ A| < 4o0}

In maniera equivalente, possiamo definire T.o¢ dicendo che i suoi chiusi sono X e i relativi sottoinsiemi
finiti. Vediamo che 7.,t € una topologia, verificando gli assiomi sui chiusi:

Dimostrazione. 1.” (), X sono chiusi: infatti, X lo & per definizione e ) & finito;

2.7 Se (4, Cy sono chiusi, allora |C1| < +00 0 C; = X e |Ca| < 400 0 Cy = X, percio |C1UC| < 400
o C1UCy = X, per cui C7 UCy & chiuso;

3.7 Se C;, con i € I, & chiuso Vi € I, allora

—se C; = X Viel, allora [ C; = X, che & chiuso;
iel
— se Jip tale che C;, # X, allora, per definizione di chiuso, |C;,| < 400, per cui [ C; C C;,
iel

[§]

N Ci

i€l

< |Cj| < 400, dunque [ C; ¢ finito ed ¢ quindi chiuso.
i€l

4Poiché per raggi < % le palle di d e di d’ coincidono.
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Esempio 12 (Topologia di Zariski). Siano I C Kz,
suK e V(I) = {(z1,...,2n) € K"| f(a1,

...y Tp] un insieme di polinomi in n variabili

.., @) = 0Vf € I}. Diciamo che i V(I), al variare di I
tra i sottoinsiemi di K[xq, Zn|, descrivono la famiglia di chiusi di una topologia 77 su K", detta
Topologia di Zariski.

Dimostrazione. (1) 0 € 7z, perché O =V (I), I = {x1,21 — 1}, K" € 7z, perché K"

=V ({0});

(2) L’unione di due chiusi & chiusa, perché V(I)UV(J) =V (I-J),dove [-J={f-g|f €1, g€ I}
(per Esercizio);

(3 L’intersezione di una famiglia qualsiasi di chiusi & chiusa: dati I, C K[zq,

N V) =V( U L)

a€el) ae

.., Ty), con a € Q,
che ¢ un chiuso per definizione.

O
Ad esempio, la Topologia di Zariski su K = K! coincide con la Topologia cofinita EL

In due variabili, esempi di chiusi di Zariski sono i supporti di curve affini, ma anche i sottoinsiemi
finiti: se F = {Pl, ce ,Pk} - KQ, con Pl = (047;,,67;), el = {fl ----- fk ’ fz =r—q; O fz =y — 51}’ dove
|I| = 2% (abbiamo 2* scelte possibili per le funzioni), allora F' = V (I).

5Perché un polinomio non nullo in una variabile ha solo un numero finito di zeri, per cui un chiuso di Zariski & o
tutto K o un insieme finito; viceversa, dato un insieme finito {a,

..,ax} CK,siha {a1,...,ax} =V(I), con I ={f},
efl@)=(@—-a)---- (z — ax).
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2.2 Chiusura e parte interna

Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia Z C X.

Definizione 2.2.1. La chiusura di Z ¢é il pit piccolo chiuso di X che contiene Z e si indica con Z.

Questa definizione ¢ ben posta: in effetti | Z = ﬂ C'|. Basta vedere che questo insieme (a

ZCCCX
C' chiuso

destra dell’'uguale) sia effettivamente il piu piccolo chiuso che contiene Z.
Poiché X & chiuso, la famiglia dei chiusi di X che contengono Z ¢ non vuota.

Per definizione, Z C () C e inoltre, poiché 'intersezione di chiusi & chiusa, a destra dell’'uguale
ZCCCxX
C' chiuso

abbiamo effettivamente un chiuso che contiene Z. E il pill piccolo, perché, per costruzione, se Z C C’

e C' & chiuso, allora (| C C ', perché C’ compare tra i C' che stiamo intersecando.
ZCOCX
C' chiuso

Definizione 2.2.2. La parte interna di Z ¢ il piu grande aperto contenuto in Z e si indica con Z
o con int(Z).

Osservazione 32. Come per la chiusura, bisogna verificare che un tale aperto esista. Si puo fare in
due modi:

@) osservare che 'unione di tutti gli aperti contenuti in Z é un aperto (per gli assiomi di topologia)
ed ¢ percio uguale a Z;

@ osservare che A é un aperto contenuto in Z <= X \ A é un chiuso che contiene X \ Z. Dunque
Uaperto pit grande contenuto in Z é il complementare del chiuso pit piccolo che contiene X \ Z.

In particolare, é ben definito e |int(Z) = X \ (X \ Z) |

Definizione 2.2.3. La frontiera topologica (frontiera o bordo) di Z ¢ 07 = Z \ Z.

Esempio 13. Se X =R e¢ Z = Q, allora Q = (), in quanto Q non contiene alcuna palla di Taggio
positivo, dunque non contiene alcun aperto non vuoto. Anche R\ Q non contiene aperti non vuoti,

dunque int(R\ Q) = (0. Abbiamo wvisto sopra che X =int(Z)U (X \ Z) VZ C X.
Posto X =R e Z =R\ Q, abbiamo
R=int(R\ Q) U R\ (R\Q) =0UQ— Q=R
Definizione 2.2.4. Siano X topologico, Z C X e P € X, allora P si dice:
1. aderente a Z se P € Z;
2. di accumulazione per Z se P € Z \ {P}.

Segue banalmente dalle definizioni che, se Z C Y, allora Z C Y e Z C }o/, dunque un punto di
accumulazione ¢ anche un punto aderente.
Punti aderenti e di accumulazione di Z possono appartenere a Z ma anche non appartenervi.

Esempio 14. Se X =R ¢ Z = [0,1) U {2}, allora Z = [0,1] U {2}, percio 2 ¢ aderente a Z, ma non
¢ di accumulazione per Z, in quanto 2 ¢ Z \ {2} =[0,1) = [0, 1].
Invece 1 e di accumulazione per Z e lo é anche %, m quanto % €7\ {%}

Proposizione 2.2.1. P ¢ un punto aderente a Z C X <= VA aperto tale che P € A si ha ANZ # .

Dimostrazione. (=) Se P ¢ Z, allora 3A = X \ Z aperto tale che P € Ae ANZ = (in quanto
per costruzione AN Z = (), da cui a maggior ragione AN Z = ().

(<:) Se 3A aperto tale che P € Ae ANZ = (), allora X \ A & un chiuso che contiene Z, per cui, per
definizione di chiusura, Z C X \ A, ma P € A, dunque P ¢ Z. O
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2.3 Topologie piu o meno fini
Definizione 2.3.1. Date 7,7’ topologie su un insieme X, se 7' C 7, cioé se ogni aperto di T’ & aperto
anche di v (7,7 C P(X)), allora T si dice piu fine di 7/, ossia 7> 7.

L’essere pit fine ¢ una relazione d’ordine (parziale) sull’insieme delle topologie su X (ovvio).
La topologia meno fine su X & sempre la topologia indiscreta Tipgisc = {0, X} mentre la piu fine &
sempre la topologia discreta 745 = P(X).

Osservazione 33. 7/ > 7<= 1d: (X,7') — (X, 7) ¢ continua.

In questo caso, la continuita di Id dice che 7/ “distingue maggiormente” i punti rispetto a 7: visti
in 7, i punti non sono “pitt lontani tra loro” che se visti in 7/. Di qui 'uso del termine “fine”.
Su X possono esistere topologie non comparabili (cio¢ 'ordine per finezza non ¢ totale): ad esempio, su
X ={a,b}, 1 = {@, {a}, X} eTy = {(Z), {b}, X} sono topologie (pensateci) ma non sono comparabili.

Esempio 15. Se d,d sono distanze su X ed 3k > 0 tale che d < k- d’, allora la topologia indotta da
d ¢ meno fine di quella indotta da d'.

Questo fatto & gia stato dimostrato quando abbiamo visto che, se vale anche che 3k’ > 0 tale che
d <k -d, allora d e d sono topologicamente equivalenti.

Esempio 16. Su R, ['usuale topologia Euclidea é piu fine (strettamente) della topologia cofinita: tutti
1 chiusi della cofinita sono anche chiusi euclidei, da cui la tesi.

Esempio 17. Se X = C°([0,1],R) = {f : [0,1] — R continue}, allora dy,ds : X x X — R tali che
9= [ VO g0kt ¢ dn(ro)= s 150~ ol0)
te(0,1]
sono distanze (facili verifiche). Inoltre, se T1,Too sono le rispettive topologie indotte, allora 11 < Too.

Dimostrazione. Dimostriamo che 7 < 7: Vf,g € X

1
/ () — g(t)|dt < /O doo(f, 9)dt = doo(f, g)

dunque, intanto, 71 < 7. Per vedere che lo ¢ strettamente, dobbiamo trovare un aperto di 7o, che
non sia aperto per 7;. Prendiamo ad esempio

A= By_( ={feX : sup |f(?) —O\ﬂmax\f <1} ={f:] (—1,1)continue}|j|

te[0,1] t€[0,1]

Diciamo che A non & aperto in 77. Se lo fosse, poiché 0 € A, |
dovrebbe 3¢ > 0 tale che By, (0,e) C A. Possiamo anche

*—ft t €10,€?]
supporre € < 1. Se f.(t) =< ¢ allora |
pp fe(t) {0 Lo
1 1 e
0

Dunque f. € Bq, (0,¢), ma |f(0)| = 1 > 1, percio
fe ¢ Bq (0,1)=A

che da la contraddizione cercata.

5Per il Teorema di Weierstrass.
7 Abbiamo visto che le palle aperte sono aperti.
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2.4 Basi e prebasi

Siano X un insieme e S C P(X). Vorremmo definire la topologia “generata da S”, cioe la topologia
piu piccola (i.e. meno fine) che contenga S. Tale topologia esiste grazie al seguente

Lemma 2.4.1. Siano 7;, con i € I, topologie su X, allora 7 = (| 7; € una topologia su X .
el

Dimostrazione. D QeneXernViel—=0er=1eX€ET;
i€l

@ Aer,Ber=Acn,BenViel={fAnBenVviel= AnBer;

(3) Siano A, € 7, con «a € A, allora A, € 7; Va € A e Vi € I. Fissando i e poiché 7; ¢ una topologia
Vi € I, otteniamo |J Ao € Viel, dacui |J Ap € (\Ti=T.

Q€A Q€A icl
O
Dunque possiamo definire la topologia generata da S come 79 = (1 7. Poiché almeno la
T topologia
28

topologia discreta contiene S, si tratta di un’intersezione su una famiglia non vuota.

Per il Lemma [2.4.1] 7¢ & effettivamente una topologia. Per costruzione, S C 7g e, sempre per
costruzione, ¢ la piu piccola con questa proprieta.

Vedremo tra poco che, in effetti, S & (quasi sempre) una prebase di 7g. Pero, prima di definire la
nozione di prebase, introduciamo quella di base.

Definizione 2.4.1. Dato uno spazio topologico (X, T), una base di T é un sottoinsieme % C T tale

che VA€ 1 3B C B tale che A= |J B.
Be%w’

Esempio 18. Siano (X,d) uno spazio metrico e T la topologia indotta da d. Se Q C (0,400) ¢ tale
che Ye >0 IR € Q per cui 0 < R < e[}, allora # = {B(z,R) |z € X, R € Q} ¢ una base di T.

Infatti, sappiamo che & C 7 E Inoltre, se A € 7, allora, per definizione, Vx € A de, > 0 tale
che B(z,e;) € A. Preso R, € Q tale che 0 < R, < &g, si ha B(z,R;) C B(z,e;) C A, ma allora

A= | B(zx, R;) (entrambe le inclusioni sono ovvie: = € B(z, R;) Vz € A).
€A
(La Definizione equivale a: A C X ¢ aperto per 7 <= Vz € A 3B € A taleche z € B C A.)

Proposizione 2.4.2. 8 C P(X) ¢ base di una qualche topologia <= valgono:

@X: UB;

Be%

@ VB1,By € #, 398 C P tale che BN By = |J B.
Be#’

Osservazione 34. Se A ¢ base di una qualche topologia T, necessariamente questa ha come aperti le
unioni arbitrarie di elementi di AB.

Dimostrazione. (:) (D) Segue dal fatto che X € 7 per qualsiasi topologia 7.
@) Segue dal fatto che By N By € 7 e dalla definizione di base.

(<=) Supponendo che valgano (D) e @), definiamo 7 = {A C X |3%' C A tale che A = |J B}.
Be#'
Dobbiamo verificare che 7 ¢ una topologia (poi ¢ chiaro che # sia una base):

e () € 7 (unione vuota) e X € 7 (per l'ipotesi (1);

e se A; € 7, allora | J A; € 7: & chiaro perché le unioni distribuiscono sull’unione;
el

8Poiché 7; verifica gli assiomi Vi € [.
9Ad esempio Q = (0, +00) 0 2 = (0, +00) N Q.
107 ¢ palle aperte sono aperti.

49



e se Aj, A et alloraA; = |J BedAy= |J B
Be% B'e%s

And=(JB|In|l | B|=U BnB)
Be% B'e€ %> Be%
B'€ %,

e, per l'ipotesi @), abbiamo che BN B’ € 7 (quindi anche 1'unione).

In generale, non sara vero che la topologia generata da S C P(X) abbia S come base.

Definizione 2.4.2. Una prebase di una topologia 7 su X & % C 7 tale che la famiglia delle
intersezioni finite di elementi di % ¢é una base per 7: B ={U;;, N---NU;, |U;; € % ek € N}.

Ci sono prebasi che non sono basi, ad esempio: % = {(—o0,a), (b,+0)|a,b € R} C P(R), le
intersezioni a due a due sono semirette aperte e, se b < a, intervalli aperti (b, a) ottenendo una base
per la topologia Euclidea. %/ perod non ¢ una base, perché (b,a) non si puo scrivere come unione di
elementi di % .

Teorema 2.4.3. Siano X un insieme e S C P(X). 7 é la topologia generata da S <= SU{X} é
una prebase di T.

Osservazione 35. Il Teorema descrive la topologia generata da S: A C X ¢ aperto se e solo
se & unione arbitraria di intersezioni finite di elementi di S U {X}.

Dimostrazione. (:>) Sia 7 la topologia generata da S, vediamo che SU{X} ne ¢ una prebase. S C 7
e X € 7 (per gli assiomi) = SU{X} C 7. Sia # = {intersezioni finite di elementi di S U {X}}.
Controlliamo che 4 sia una base di una qualche topologia usando la Proposizione [2.4.2
D X = |J B e vero perché X € %;
Be#
(2) se By,By € A, cio¢ sono intersezioni finite di elementi di S U {X}, allora By N By & pure
un’intersezione finita di elementi di S U {X}.

Sia 7’ la topologia di cui % & base EL visto che SU{X} C 7 e per gli assiomi di topologia, segue che
% C 1 e anche 7 C 7.

Ricordiamo che 7 & la pilt piccola topologia che contiene S (per definizione), quindi, visto che S C 7/,
necessariamente abbiamo 7/ = 7.

(<:) Supponiamo che SU{X} sia prebase di 7 E Sia 7’ la topologia generata da S. Visto che S C 1
e 7 & una topologia, abbiamo che 7/ C 7 (per definizione di topologia generata). D’altra parte S C 7/
e, per gli assiomi di topologia, segue che 7 C 7/, quindi 7/ = 7. ]

Proposizione 2.4.4. Per una funzione tra spazi topologici f : X — Y sono equivalenti:
@ f é continua;
@) 3% CP(Y) base di Y tale che VB € B f~Y(B) C X ¢ aperto;
@ 3w CP(Y) prebase di Y tale che VU € % f~H(U) C X ¢ aperto.

Dimostrazione. (D=2)) e (D=@)) valgono perché ZC Te % C 7.

(@==(@®) vale perché una base di 7 ne ¢ anche una prebase (per Esercizio).

(@:>®) segue direttamente dalla descrizione della topologia 7 in termini della prebase, infatti, se

Uy Ui, € %, allora f~YU;; N---NU;,) = fF~HU;,)N---Nf~1(U;,), quindi & aperto in X e inoltre,

se Bj, con ¢ € I, sono intersezioni finite di elementi di %, allora f _1( UBi)=Uf 4B e pure
iel el

aperto in X. Visto che ogni elemento di 7 ¢ di questa forma, f ¢ contim;;. © O

" Gli aperti sono unioni arbitrarie di elementi di 2.
12Quindi gli elementi di 7 sono unioni arbitrarie di intersezioni finite di S U {X}.
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Definizione 2.4.3. Uno spazio topologico si dice II-numerabile (oppure si dice che soddisfa il
secondo assioma di numerabilita) se ammette una base di cardinalita al pit numerabile.

Definizione 2.4.4. Un sottoinsieme Y C X di uno spazio topologico si dice denso se Y = X.
X si dice separabile se ha un sottoinsieme (al pit) numerabile denso.

Esempio 19. R" ¢ separabile, perché Q™ C R™ ¢é denso.

Osservazione 36. Y C X ¢ denso <= VYA C X aperto non vuoto si ha Y N A # (.
(Segue dalla caratterizzazione di Y come Y = {x € X |ANY # () VA > z aperto}.)

Teorema 2.4.5. Uno spazio metrico X é II-numerabile <= ¢é separabile.

Dimostrazione. (2) Vale in generale, anche senza supporre che X sia metrico: se & = {Bj}nen €
una base al pitt numerabile, Vn € N scegliamo arbitrariamente x,, € B,, (possiamo supporre B,, # ()
Vn € N). Diciamo che Y = {z,, },en € denso in X, infatti, se A C X & aperto non vuoto, allora In € N
tale che B, C Aequindixz, € B, CAex, € ANY # (.

(=) Sia Y C X il nostro sottoinsieme numerabile denso. Sia & = {B(y,R)|y € Y, R € Qs¢}.
Questo € un insieme al pit numerabile, in quanto unione numerabile di insiemi numerabili. Dobbiamo
vedere che & una base di X: ci basta vedere che, preso A C X apertoexz € A, Jy € Y e R € Qs tale
che z € B(y, R) C A. Visto che A & aperto in X, 3¢ > 0 tale che B(z,£) C A. Prendiamo y € B(z, )
(prendere e come raggio potrebbe non bastare) e un razionale § < R < §.

Diciamo che » € B(y, R) C A, infatti d(z,y) < § < R = z € B(y,R) e, se z € B(y, R), allora
d(z,r) <d(z,y) +d(y,z) < R+ § < §+ 5 <e. Quindi z € B(y,¢) C A. O

Corollario 2.4.6. R" ¢ II-numerabile (Q™ C R™ ¢é denso).
Esempio 20 (Retta di Sorgenfrey). X =R, Z = {[a,b)|a <b, a,b € R}.
@D B ¢ una base di una topologia su R. Usiamo il criterio che abbiamo visto:

1. U B =R, in quanto ad esempio [k, k + 1), con k € Z, stanno in £ e 'unione & R;

Be#
2. se By = [a,b) e By = [c,d) sono di A, allora By N By ¢ unione di elementi di A.
([a,b)
[¢,d)
Questo ¢ vero perché By N By = { [a,d) a seconda della posizione dei due intervalli.
e,)
0

Quindi By N By & unione di (< 1) elementi di 4.

2 Questa topologia é strettamente pit fine della topologia Euclidea. Basta vedere che (a,b) sono
aperti di Sorgenfrey [T_?’-] e inoltre [0,1) non & un aperto Euclideo.

) La topologia di Sorgenfrey é separabile [13-]

@ Non é a base numerabile. Se %' & una qualsiasi base, allora Va € R abbiamo B, € %’ tale che
inf B, = z. Questo mostrera che #%’ > #R, infatti per x € R fissato, [z, z + 1) & aperto, quindi

dobbiamo avere [z, +1) = |J B per " C #'. Vistoche z € [z,x+ 1), IB € A" C H#’ tale
Bex”
che x € Be B C [z,z+ 1), quindi inf B = min B = z.

(®) Non é metrizzabile. Se lo fosse, per il Teorema dovrebbe essere II-numerabile.

BInfatti (a,0) = | [x,b).
a<z<b
14Q ¢ denso.
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Esercizi VI settimana

Esercizio 23. Su R?, si considerino la topologia Fuclidea Tg e la topologia di Zariski Tz.
(1) Si mostri che Tg & pit fine di Tz.
(2) Si mostri che Tg ¢é strettamente pit fine di 7.

Dimostrazione. (1) E sufficiente far vedere che ogni chiuso di Zariski sia anche chiuso Euclideo. Se
I={f},allora V(I) = f~'({0}), in cui f la vediamo come una funzione f : R* — R.
Questa f & continua usando la topologia Euclidea ¢ {0} C R ¢ un chiuso = f~({0}) = V(1) ¢ un
chiuso Euclideo.
Per I generico, V(I) & chiuso Euclideo in quanto V(I) = [ V(f) ¢ intersezione di chiusi.

fer
(2) Ad esempio, possiamo considerare A = B(0,1) C R? che & un aperto Euclideo: verifichiamo che
non sia aperto di Zariski. Pili precisamente, vediamo che R? \ A non sia chiuso di Zariski.
Se lo fosse, allora potremmo scrivere R2\ A = V/(I) per qualche I C R[x,y]. Vediamo che, se f € I,
allora f deve essere il polinomio nullo, usando che si debba annullare in tutto R? \ A:

d :
scriviamo f(z,y) = Y gi(z)y’, dove g; € R[z].
i=0
Visto che f(z,y) si annulla su R? \ A4, per 29 € R\ (—1,1) T
d .
il polinomio f(zo,y) = > gi(zo)y’ ha infinite radici, quindi

=0 @ | -1 1
deve essere il polinomio nullo = g;(z9) =0Vi=0,...,d e
Vxo € R\ (—1,1).

Visto che i g;(z) € R[z] hanno infinite radici, sono nulli e
dunque f & il polinomio nullo: questo da ’assurdo.

Abbiamo sostanzialmente fatto vedere che la chiusura di Zariski di R?\ A4 & R.

Esercizio 24. Siano T e 7.0y rispettivamente la topologia Euclidea e la topologia cofinita su R e sia
[ (R, 7eor) — (R, TE) una funzione continua. Si dimostri che f é costante.

Osservazione 37. Le funzioni costanti f : X — Y sono sempre continue, perché, se A CY, allora
f~Y(A) puo essere solo ), nel caso che A 2 Imm f = {yo}, oppure X, nel caso che yo € A.

Dimostrazione. Supponiamo che la f del testo non sia costante, dunque 3z, 2’ € R tali che f(z) # f(2')
in R. Prendiamo ¢ < w e, di conseguenza, A = B(f(x), 5)
e A" = B(f(2'),e) che sono aperti Euclidei tali che AN A" = 0. ( a ( A
fHA)>xe f71(A) > 2 sono aperti cofiniti e # 0.
————
il complementare ¢

finito o tutto lo spazio

non pllé) essere
Quindi abbiamo che f~1(A) N f~!(A’) C R ha pure complementare finito, percio, in particolare, non
vuoto e questo contraddice f~1(A)N f~1(A) = f~HANA) = f~10) = 0.
Dunque le uniche funzioni continue come nel testo sono costanti. ]

~
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2.5 Intorni

Definizione 2.5.1. Un intorno di xg € X ¢é un sottoinsieme U C X tale che 3A C X aperto tale
che xge ACU.

Osservazione 38. Un intorno di xg non € necessariamente un aperto di X.
Ad esempio, [0,1) in (R, 7g) & un intorno di xo = %, ma non di zo = 0 e non ¢& aperto.
Notazione: I(zg) :={U C X |U ¢ intorno di xo}.
Osservazione 39. o Uel(xy) < zpeU;
o seU e I(xg) eUCV, alloraV e I(xg);
o se U,V € I(x), allora UNV € I(xo) [}
Proposizione 2.5.1. 1. AC X ¢ aperto <= ¢ intorno di ogni suo punto.

2. Se ZC X, alloraZ ={x e X|UNZ#ODVU € I(z)}.

Dimostrazione. (1) (:>) Nella definizione di intorno, possiamo prendere A stesso.
(<:) Se A e intorno di ogni suo punto, Vz € A 3JA, C X aperto tale che x € A, C A, ma allora
A= |J A, ¢ unione di aperti e quindi ¢ aperto.
€A
(2.) Partiamo da Z = {z € X |[VA C X aperto tale che z € A, si ha AN Z # (}. Basta osservare che
VA C X aperto tale che z € A, siha ANZ #0 <= VU € I(z) sithaUNZ # (:
(<:) E ovvia, perché A aperto tale che x € A = A € I(x).
(=>) Se U € I(z), allora 3A aperto tale che x € ACU e ANZ # D)= UNZ#0. O

Osservazione 40. Z C X ¢ chiuso <= se x € X tale che VU € I(z) UNZ # 0, allora x € Z.

Definizione 2.5.2. Una funzione f : X — Y si dice continua in xo€ X se VU € I(f(x0))

IV € I(xo) tale che f(V) CU.
—_—
vVef-i(u)

fﬁl(Uv)EI(T())
Proposizione 2.5.2. f: X — Y é continua <= é continua in xg Vrg € X.

Dimostrazione. (<:) Se A CY & un aperto, vogliamo vedere che f~1(A) C X & aperto.

Per quanto visto prima, A & intorno di ogni suo punto. Visto che f & continua in ogni xg € X (quindi,
in particolare, per xg € f *1(A)), abbiamo che f~!(A) & intorno di ogni suo punto. Sempre per quanto
gia visto, segue che f~1(A) & aperto.

(=>) Fissiamo zg € X e mostriamo che f & continua in xg.

Prendiamo U € I(f(z¢)) e vediamo che f~Y(U) € I(z¢). Infatti, U € I(f(z0)) = f(zo) € UCUe
zo € f7HU) C f~Y(U). U aperto + f continua = f~1(U) & aperto e segue che f~(U) € I(xq). O

Definizione 2.5.3. Un sistema fondamentale di intorni (S.F.1.) dixg € X ¢ J C I(xg) tale che
VU € I(xo) 3V € J tale che V C U.

Esempio 21. o J=1I(x0) é un S.F.I. di xo.

e Se (X,d) é metrico, allora gli insiemi J = {B(xo,R)|R € Rso}, J' = {B(x0,R)|R € Q>0} e
J" ={B(zg, 1) |n e N\{0}} sono tutti S.F.I. per zo € X.

Definizione 2.5.4. Uno spazio X si dice I-numerabile (oppure si dice che soddisfa il primo assioma
di numerabilita) se ogni xy € X ammette un S.F.I. al pit numerabile E

15Se A C U e B C V sono aperti tali che 2o € A e xo € B, allora ANBCUNV & aperto e zp € AN B.
16T S.F.I. sono un concetto “locale” di base.
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Esempio 22. Tutti gli spazi metrici sono I-numerabili (usare J' o J" nell’Esempio [21)). Quindi,
Corollario 2.5.3. Se X non ¢é I-numerabile, allora non é metrizzabile.

Esercizio 13. Sia X pit che numerabile e dotiamolo della Topologia conumerabile (i cui chiusi
sono 1 sottoinsiemi numerabili di X e tutto X ).
Controllare che questa sia effettivamente una topologia e che non sia I-numerabile.

Proposizione 2.5.4. Se X ¢ II-numerabile, allora ¢ anche I-numerabile.

Dimostrazione. Sia 8 = { By, }nen una base numerabile di X.

Dato x¢ € X, poniamo #(xg) = {B, € #|x¢ € B,}: questo & un S.F.I. di z¢ ed & al pitt numerabile.
Infatti, B,, sono aperti, quindi g € B, = B, € I(x¢) e, se U € I(xg), allora 34 C X aperto tale
che g € A C U. Ora, per definizione di base, A = |J B;, per qualche I C N, quindi 3i € N tale che

el

ro€ B;e BiCACU. O]
Osservazione 41. [l viceversa é falso: infatti, ad esempio, se X é un insieme piu che numerabile con
la topologia discreta, allora, poiché e metrizzabile, e I-numerabile, ma non e Il-numerabile, visto che
(per Esercizio) una qualsiasi base della topologia discreta deve contenere tutti i singoletti che sono

#X [

Correzione di una cosa detta a voce dal professore e, comunque, utile riflessione per noi:

Riguardo la Topologia di Zariski su R?, non & vero che qualsiasi sottoinsieme infinito di R? sia Zariski-
denso, ad esempio, I'asse z, Z = {(a,0)|a € R} C R?, ¢ infinito, ma & Zariski-chiuso (’equazione &
y = 0) e non ¢ Zariski-denso.

Ancora: si puo dimostrare (per Esercizio) che Z ¢ la chiusura di Zariski di Z’ = {(n,0) |n € N} C R2.
Ci sono perod sottoinsiemi numerabili di R? la cui chiusura di Zariski & tutto R?, ad esempio, si pud
dimostrare che la chiusura di Zariski di Z” = {(n,2")|n € N} & tutto R? (idea: se f(z,y) € R[z,y] &
tale che f(n,2") =0Vn € N, allora f = 0).

In effetti, W C R? & Zariski-denso <= (f € R[z,y] tale che f(z,y) =0V(z,y) € W = f =0).

T4 X > #N.
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2.6 Successioni e limiti in spazi topologici

Definizione 2.6.1. Una successione in uno spazio topologico X é una funzione N — X. La
denotiamo con “{xp}tnen € X7 o, pit brevemente, con “{x,} C X”. Diciamo che la successione xy,
converge a x € X e scriviamo x, — x, se VU € I(x) si ha che x,, € U definitivamente H

Osservazione 42. In generale i limiti possono non esistere e/o non essere unici.

Proposizione 2.6.1. Se X é I-numerabile, allora C C X chiuso <= V{z,} C X successione tale
che x,, € C frequentemente H exn, —x, sihaxeC.

Dimostrazione. (2) Vale sempre, senza 'ipotesi [-numerabile. Usiamo il fatto che se Z C X, allora
Z={reX|UNZ#OVU € I(x)}. Sia {z,} € X una successione tale che z,, — x e z, € C
frequentemente. Dobbiamo vedere che z € C = C. Usiamo la caratterizzazione di C: dato U € I(z),
per definizione di limite, visto che x,, — =z, avremo x, € U definitivamente e, dato che z, € C
frequentemente, segue che Ing € N tale che z,, e UNC = UNC # 0.

(<:) Basta controllare che C' C C (infatti vale sempre che C C C).

Sia x € C: vogliamo costruire una successione z,, € C che converga a z, cosicché Iipotesi implichi
z € C e cid dimostri I'inclusione C' C C.

Sia J = {Up}nen un S.F.I. di x al pit numerabile. Possiamo supporre che U,+1 C U, ¥n € N (se
questo non ¢ vero, sostituiamo {U,} con {U},} dato da U}, = UyNnU; N---NU, ¥Yn € N. Questo &
ancora un S.F.I. di z: dato U € I(x) 3n € N tale che U,, C U, quindi U}, C U, C U).

Costruiamo {z,,} C X scegliendo arbitrariamente z,, € U, N C # () perché = € C e U, € I(z). Si
ha x, — x: infatti, se U € I(z), allora I3n € N tale che U, C U e, se k > n, Uy C U,, quindi
xr € U, CU, CUVk>n, cioe x, € U definitivamente. O

Osservazione 43. In generale, senza l’ipotesi di I-numerabilita, la freccia (<:) non vale.

Definizione 2.6.2. Un sottoinsieme C' C X che soddisfa
({xn} C X, z, € C frequentemente, x, —> x) —xzec(C

st dice sequenzialmente chiuso (o chiuso per successioni).
(Terminologia analoga per aperti e continuita.)

Proposizione 2.6.2. Se X é I-numerabile, allora A C X ¢ aperto <= V{x,} C X, x, — x e
x € A, si ha x, € A definitivamente.

Dimostrazione. (:>) Sempre vera: se A e aperto, allora € intorno di ogni suo punto. Se x, — x e
x € A, allora, per definizione di limite e poiché A € I(z), segue che z,, € A definitivamente.
(<:) Usiamo la Proposizione m (si potrebbe dimostrare anche senza: per Esercizio): A C X ¢

aperto <= X\ A C X ¢ chiuso <= ¥{z,,} C X, 2, — x, x, € X \ A frequentemente = z € X \ A.
Tn¢A ¢ A
Equivalentemente, © € A —> x,, € A definitivamente.

(Abbiamo usato A — B equivale a =B — —A e che —|(P(n) e vera frequentemente) equivale a
—P(n) & vera definitivamente. ) O

Proposizione 2.6.3. Se X é I-numerabile e f: X — Y ¢é una funzione tra spazi topologici, allora
[ ¢é continua <= Y{x,} C X tale che x,, — x, si ha che f(z,) — f(zx).

Dimostrazione. (:>) Sempre vera, anche senza l'ipotesi di I-numerabilita. Supponiamo f continua

e sia {z,} C X tale che z, — . Mostriamo che f(z,) — f(z). Infatti, se U € I(f(z)), allora,

per continuitd di f in z € X, si ha f~1(U) € I(z), quindi, visto che x,, — z, abbiamo z,, € f~(U)
<~ f(xn)eU

definitivamente = f(z,,) — f(z).

(<:) Sia A C Y aperto: dobbiamo mostrare che f~1(A) C X & aperto. Usiamo la caratterizzazione

3N e N tale che z, € U Vn > N.
99N € N 3n > N per cui z, € C.
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degli aperti della Proposizione[2.6.2| (visto che X & I-numerabile). Dobbiamo vedere che se {z,} C X
ez, — x € fY(A), allora z,, € f~1(A) definitivamente. Per ipotesi, f(x,) — f(z)€ A
perché z€ f~1(A)
Essendo aperto, A € I(f(z)), e dunque f(z,) € A definitivamente. O
—znef1(A)

Esempio in cui le caratterizzazioni degli aperti non valgono

Esempio 23. Sia X un insieme pit. che numerabile con la topologia conumerabile (i cui chiusi sono
sottoinsiemi al pit numerabili di X e tutto X) m
Mostriamo che, se {x,} C X, allora z, — x <= x,, = = definitivamente.

Dimostrazione. (<:) Ovvia e sempre vera.

(=) Supponiamo che z, — x. Prendiamo U = X \ {z,| 2, # 2}: questo & un aperto (complemen-
tare al pitt numerabile) che contiene z, quindi U € I(x). Per definizione di limite, dobbiamo avere
T € U definitivamente. Per costruzione di U, questo implica x,, = x definitivamente. ]

Segue che tutti i sottoinsiemi Y C X sono sequenzialmente aperti (se z, — = e x € A, allora
z, € A definitivamente) perd non tutti i sottoinsiemi di X sono aperti per la topologia data, ad
esempio {x} C X per x € X non ¢ aperto, visto che X \ {z} non ¢ al piti numerabile.
Quindi la caratterizzazione degli aperti non funziona.
Segue che questo X non & [-numerabile e non funzionano neanche le caratterizzazioni dei chiusi e della
continuita: Id : (X, Teonum) — (X, Tgisc) nON & continua ma € sequenzialmente continua, perché, se
Ty — = in (X, Teonum), allora x, = = definitivamente e per forza f(z,) — f(x).
(Le successioni indicizzate da N non distinguono 7eonum da 7g;se-)

Fatto 2.6.4. Si puo dare una definizione pit generale di limiti in spazi topologici (indicizzati da
insiemi “pit grandi” di N), che “ripara” queste caratterizzazioni nel caso I-numerabile.

Definizione 2.6.3. X spazio topologico si dice sequenziale, se C C X ¢ chiuso <= C ¢é sequenzial-
mente chiuso.

Osservazione 44. X sequenziale <= A C X ¢ aperto se e solo se A ¢ sequenzialmente aperto.

Dalle Proposizioni e abbiamo che I-numerabile = sequenziale (il viceversa non e
Vero).

20Vedasi anche Esercizio
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2.7 Sottospazi topologici

Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X un sottoinsieme.

Definizione 2.7.1. La Topologia di sottospazio (o indotta) su'Y, che denotiamo con Ty € la
topologia meno fine su'Y che rende i : Y — X una funzione continua.
Diciamo che (Y, 7, ) ¢ un sottospazio topologico di X.

Osservazione 45. In generale, se Z ¢ un insieme e f : Z — X, allora esiste su Z la topologia meno
fine che rende f continua ed ¢ f~'7 = {f"1(A)| A C X aperto}.

Infatti:

e 77 & una topologia: § = f~1(0), Z = f~UX), f~1 (A1) N f1(A2) = f71 (A1 N Ay) e infine
U ) =5 (U ).
iel i€l

e Se 7/ & una topologia su Z, per cui f : (Z,7') — (X, 7) & continua, allora per forza f~1(A) € 7/

VA C X aperto di X, dunque f~'7 C 7.
Applicando questo discorso a i : Y —— X, troviamo che

Proposizione 2.7.1. Un sottoinsieme B C'Y ¢ aperto per 7, se e solo se 3A C X aperto tale che
B =i"1A) = ANY e (passando ai complementari) D C'Y ¢ chiuso per 1), se e solo se 3IC C X
chiuso tale che D =i~ Y(C)=CNY.

Osservazione 46. Se % ¢ una base di 7 in X, allora B, = {BNY |B € #} ¢ una base di 7),, .

Infatti, se A’ CY ¢ aperto, allora 34 C X aperto tale che A’ = ANY.

Se BebasediT=—3A C Ataleche A= |J BequindiA'=ANY = (J (BNY) & unione di
Be#' Bex’
elementi di &, .

Osservazione 47. Siano X topologico e Y C X (i sottoinsiemi saranno sempre dotati della topologia
di sottospazio):

@ SeY C X ¢ aperto, allora A CY ¢é aperto in X <= A ¢é aperto in'Y .

Infatti, se A C Y e aperto in X, allora A = ANY, per cui A & aperto in Y @ Questa implicazione
¢ sempre vera (non usa Y aperto). Inoltre, se Y & aperto in X e A C Y & un aperto di Y, allora
A = BNY che, essendo intersezione di aperti di X, & aperto di X.

Se Y non e aperto, non e affatto vero che gli aperti di Y sono aperti anche di X: ad esempio, se X =R
con la topologia Euclidea e Y = {0}, {0} & un aperto di ¥, ma non lo & di X.

’ Slogan: “Aperto di un aperto & aperto”

@ SeY C X ¢ chiuso, allora C CY é chiuso in X <= C ¢é chiuso in'Y .

Dimostrazione identica: anche qui, un chiuso di X contenuto in Y & sempre chiuso in Y, mentre,
per dimostrare che un chiuso di Y e chiuso anche di X, serve Y chiuso.
Siano ora X, Z topologici e Y C X. Data f: X — Z, sia f|, : Y — Z la restrizione di f a Y.

Proposizione 2.7.2. Se f ¢ continua, allora anche f|, lo & (cioe “restrizioni di mappe continue sono
mappe continue”).

Dimostrazione. f;,, = foi, dovei:Y < X & l'inclusione (continua per definizione di topologia di
sottospazio), € composizione di funzioni continue. ]

2In quanto intersezione di Y con un aperto di X.
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Nello stesso spirito, vediamo una caratterizzazione della topologia di sottospazio tramite una

‘ Proprieta universale |:

Proposizione 2.7.3. Siano i : Y — X lVinclusione di un sottospazio e f : Z — Y, allora f ¢
continua <= 1o f: Z — X é continua @

Dimostrazione. (:>) Ovvia: ¢ € continua e la composi-

zione di funzioni continue € continua. % Z o o (
(<:) Supponiamo io f : Z — X continuaesia A CY g
un aperto di Y. Per definizione di topologia di sottospa- % ({2) ay

zio, A= BNY per qualche aperto B di X.

Percio f~1(A) = f~YBNY) =9 (io f)~1(B), che &
aperto perché i o f & continua. O 4 = B(\Y

“Poiché f(Z)CY.

Proposizione 2.7.4 (Proprieta universale della topologia di sottospazio).
Siano (X, T) uno spazio topologico, Y C X e 7y la topologia di sottospazio di'Y, allora 7, e l'unica
topologia per cui vale la sequente Proprietd universale:

“:(Y,7") — X ¢ continua e dati uno spazio topologico Z e f : Z — (Y,7,),
seio f:Z — X e continua, allora anche f lo &”.

Dimostrazione. Per la Proposizione la topologia di sottospazio effettivamente verifica la Pro-
prieta universale. Vediamo che e I'unica topologia con questa proprieta.

Sia 7/ una topologia su Y che verifica la Proprieta universale. (Y, 7,)

Applichiamo la Proprieta universale al caso Z = (Y, 7, ), con f = Id. x

(Y’TlY) f (Y77J) . (XvT)
Z Yy 4 X
Proprieta universale:
dalla continuita della composizione si ha quella di f.

In questo contesto, io f & I'inclusione di (Y, ’7'|Y) in X che & continua. Dunque,
per la Proprieta universale, anche Id : (Y,7,) — (Y,7') & continua,
percio 7). ¢ piu fine di 7.

Ora ci sono due modi di concludere: gia sappiamo che 7, & la topologia
meno fine che rende 7 : Y — X continua. Poiché anche 7’ rende I'inclusione
continua, 7|, & meno fine di 7’ e dunque 7, = 7.

In alternativa, applichiamo esattamente lo stesso ragionamento gia esposto,
ponendo Z = (Y,7'), f =1d : (Y,7') — (Y,7},) e usando la Proprieta

Y, 7)

. le di (Y. i 01d e continua perché
universale di (Y, 7, ). P (Y7 — X o &

Per la Proprieta universale otteniamo la continuita di Id : (Y,7") — (Y, 7}, ), per cui l'identita ¢
un omeomorfismo tra (Y,7) e (T, 7, ), cioé 7/ = 7, O

22(joe la continuitd “¢ invariante” per restrizione del codominio.
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2.8 Proprieta topologiche ereditate dai sottospazi

Teorema 2.8.1. Siano X topologico e Y C X, allora
@ se X ¢ I-numerabile, lo é anche Y;
@ se X ¢ II-numerabile, lo é anche Y;
@) se X ¢ metrizzabile, lo é anche Y EL
@ se X e metrico separabile, lo é anche Y;
®) se X é separabile, non é detto che lo sia anche Y.

Dimostrazione. (1) Siano z9 € Y e {Up}nen un S.F.I. numerabile in X.
VYn € N poniamo V,, = U, NY e verifichiamo che {V,,},en € un S.F.I. numerabile di zp in Y.

Infatti, poiché U, ¢ un intorno di x¢ in X, d4,, C X b X
aperto tale che zy € A,, C U,, ma allora @
P
)

20 € (A,NY)C U, NY =V,

kl/

per cui V,, € un intorno di xg Vx € N. whow o Y
Inoltre, se V' € un generico intorno di x¢ in Y, allora 3B aperto di Y tale che xg € B C V. Per

definizione di topologia di sottospazio, A C X aperto di X tale che B = ANY. Poiché xy € B, si ha
xo € A, per cui A, essendo aperto, € un intorno di zg € X. Per definizione di S.F.I., 9n € N tale che
U,CA maalloraV,=U,NY CANY =B CV, da cui la tesi.

@) Se A ¢ una base numerabile di X, abbiamo visto che {BNY | B € %} ¢ una base della topologia
di sottospazio, da cui la tesi.

@) Se d & una distanza su X che ne induce la topologia, allora 8 = {By(z, R) |« € X, R > 0} & una
base di tale topologia. Se dy ¢ la restrizione di d a Y x Y, otteniamo che, come gia ricordato per la
dimostrazione di 2), una base per la topologia di sottospazio di Y ¢ data da

By ={By(z,R)NY |z € X, R > 0}

Se z €Y, By(x, R) ny = By, (x, R) . gxeY, B (rhY.R (),ﬁ)
palla rispetto a dy 7 b &yt
che percio vive in Y m m
Dunque ogni palla di dy € un aperto della topologia
di sottospazio di Y, per cui, essendo le palle di dy una w Y
base della topologia associata a dy, abbiamo che la 7 Qrw{; 9%%1
topologia di sottospazio di Y e pil fine della topologia oy 5 1L

associata a dy. Vediamo che anche ogni aperto della
topologia di sottospazio ¢ un aperto per la topologia
associata a dy. palle 4 dy.

Basta vederlo per aperti di Ay, cioe dobbiamo mostrare che, se x € X e R > 0, allora By(z, R)NY
¢ aperta per la topologia associata a dy.

Sia yo € B(z, R) NY, dunque d(yo,z) = Ry < R.

Poniamo ¢ = @ > 0 e diciamo che By, (v0,¢) ={y € Y |dy(y,%) = d(y, ) < e} C B(z,R)NY.
Cid mostra che B(z,R) N'Y & aperto per la topologia in-
dotta da dy. Dobbiamo percio verificare che se y € Y
e d(y,yo) < ¢, allora d(z,y) < R, ma cido segue dalla
disuguaglianza triangolare:

(& Mzofuﬁ} YRS

R— Ry

R
5 <

d(y,z) < d(y,yo) + d(yo,z) < Ro+¢e = Ro +

23Pin precisamente: la restrizione ad Y della distanza di X & una distanza su Y che induce la topologia di sottospazio,
cioe ¢ indifferente prendere la topologia indotta dalla distanza o la topologia/distanza ereditata sul sottospazio.
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@) Se X & metrizzabile ed ¢ separabile, allora X & metrizzabile ed ¢ a base numerabile, dunque (per
@ e @) Y & metrizzabile ed & a base numerabile e quindi Y & metrizzabile e separabile.
(Ricordiamo che II-numerabile = separabile sempre; il viceversa vale in spazi metrici.)

(®) In realta, dato Y qualsiasi, 3X spazio topologico separabile con un sottospazio omeomorfo a Y. (In
particolare, partendo da Y non separabile, ad esempio un insieme piti che numerabile con la topologia
discreta, otteniamo X separabile con un sottospazio non separabile).

Dato Y topologico, sia X =Y U {oo} con questa topologia:

U C X ¢ aperto <= U = () oppure U =V U {00}, con V aperto in Y.

E immediato verificare che questa sia effettivamente una topologia ed & separabile perché {oco} &
denso! Infatti, {oo} interseca ciascun aperto non vuoto di X.
Dobbiamo anche controllare che Y erediti da X la topologia che aveva in origine.
Infatti, Z C Y & aperto per la topologia di sottospazio ereditata da X <= Z = U NY per qualche
aperto di X <= Z = ) (quando U = 0)) oppure Z = (VU {oo})NY per qualche aperto V di
Y < Z =V per qualche aperto V' di Y. O
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2.9 Mappe aperte e chiuse

Definizione 2.9.1. Siano X,Y spazi topologici. Una funzione f: X — Y si dice
e aperta, se f(A) é aperto in'Y YA aperto in X (cioé f manda aperti in aperti);
e chiusa, se f(C) ¢é chiuso in' Y YC' chiuso in X (cioé f manda chiusi in chiusi).

Fatto 2.9.1 (ovvio). Se f: X — Y é continua e bigettiva, allora f é aperta <= f é un omeomor-
fismo <= f e chiusa.

Dimostrazione. f & aperta <= f~! rimanda aperti in aperti, cioe f~! & continua, ossia f~! rimanda
chiusi in chiusi <= f & chiusa. O

[0,1] «— R
— T

e chiusa ma non aperta.
T

Esempio 24. La mappa !
Infatti, se C' C [0, 1] & chiuso, allora i(C') & chiuso in un chiuso, dunque & chiuso in R.

In generale, I'inclusione di un chiuso di uno spazio topologico nello spazio ambiente & chiuso.

Non ¢ aperto perché, ad esempio [0, 1] & un aperto di [0, 1], ma i([O, 1]) = [0, 1] non & aperto in R El

—» R?

e chiusa ma non aperta.
z s (2,0) P

Esempio 25. Anche la mappa !

Infatti, & chiusa perché & inclusione di un sottospazio chiuso (R x {0} € R?), ma, mentre (0,1) ¢
aperto in R, i((0,1)) = (0,1) x {0} € R? non ¢ aperto in R%,

Fatto 2.9.2. Se f: X — Y ¢ aperta, allora l'tmmagine di f é un aperto di Y .

Dimostrazione. Infatti, Y = f(X) e X & aperto in X. O
. RZ — . -
Esempio 26. e aperta ma non é chiusa.
(z,y) —

Il fatto che sia aperta lo vedremo tra poco quando parleremo di topologia prodotto.
Vediamo che non e chiusa: sia

C = {(x,y) eR?*|ay = 1}. {
C & chiuso in quanto C' = f~1(0), dove

f: R — R
(z,y) — ay—1 T

e continua e {0} & chiuso in R, ma 7(C) =R\ {0}, che
non e chiuso in R, dunque 7 non & chiusa.

1] =[0,1] N (2,2) che ¢ aperto di [0, 1], ma non di R.

24 Avremmo potuto prendere anche (2 %

3
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2.10 Immersioni topologiche

Definizione 2.10.1. Un’immersione topologica ¢ un omeomorfismo con l’immagine, cioé una
f: X — Y continua tale che f induca un omeomorfismo tra X e f(X) CY (naturalmente f(X) é
dotato della topologia di sottospazio).

In particolare, un’immersione topologica ¢ sempre continua e iniettiva, ma non tutte le funzioni
continue e iniettive sono immersioni topologiche @

Teorema 2.10.1. Sia f: X — Y continua e iniettiva, allora
1. se f é chiusa, f & unimmersione topologica;
2. se f ¢ aperta, f é un’immersione topologica.

Dimostrazione. (1 ) Poiché f ¢ iniettiva, ¢ ben definita I'inversa insiemistica g : f(X) — X di f.
Dobbiamo dimostrare che g ¢ continua (se f(X) ¢ dotato della topologia di sottospazio). Questo basta,
perché f: X — f(X) & continua in quanto lo ¢ f: X — Y (gia visto). Dunque vogliamo mostrare
che g~ 1(C) & chiuso in f(X) VC chiuso di X, ma, poiché f ¢ chiusa, se C' & un chiuso di X, allora
g 1(C) = £(C) & un chiuso di Y, dunque, a maggior ragione, ¢ anche un chiuso di f(X).

(2) Identico a (1) con gli aperti al posto dei chiusi. ]

Naturalmente non ¢ detto che un’immersione topologica debba essere aperta o chiusa:

f: R — R2

. : :
& un’immersione topologica.
x +— (arctanz,O0) posog

Esempio 27.

Infatti, f(R)=(—%,5) x {0} e f:R— (—%,%) x {0} ammette I'inversa continua

Poiché f(X) non & né aperto né chiuso in R?, f non & né aperta né chiusa.

Esempio 28. fi02m) — R2. é continua e [y
t — (cost,sint)
miettiva, ma non € un’immersione topologica. /@\b
E’_‘_‘ o
Infatti, £([0,27)) = {(z,y) € R*|2? +y*> =1} = 5L pS {L i
L’inversa g : S' — [0,27) non & continua in f(0) = (1,0);
infatti, se fosse continua in (1,0), YU intorno di g((1,0)) esi- o T efr
sterebbe un intorno V' di (1,0) tale che g(V) C U. % j((, 0)
Se scegliamo ad esempio U = [0,1), non esistono intorni di 0
(1,0) in S* portati da g interamente dentro U: un qualsia-
si intorno di (1,0) in S? contiene un punto P di ordinata ST
negativa e g(P) € (w,2m), dunque g(P) ¢ [0,1). 5’

ZEsempio stupido: Id : (R,78) — (R, Tindisc) € continua e iniettiva, ma non ¢ un omeomorfismo con I'immagine.
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Esercizi VII settimana

Esercizio 28. Sia X un insieme pit che numerabile, dotato della topologia conumerabile, i cui chiusi
sono i sottoinsiemi al pit numerabili di X e X stesso. Si dimostri che X non é I-numerabile.

Segue da quanto gia visto: X non & sequenziale.
Vediamo pero una soluzione diretta dell’esercizio.

Dimostrazione. Siano zg € X e, per assurdo, {Up, }nen un S.F.1.

Per trovare una contraddizione, vogliamo costruire un intorno V' di x¢ che non contenga nessun U,,.
Vn € N sia C), = X \ Uy, quindi C,, & al pitt numerabile (in quanto U, # 0, visto che 2y € U,). Dunque
C = |J C, ¢ al pit numerabile. Percio, poiché X & piu che numerabile, Jz1 # z¢ tale che z1 ¢ C,

neN
cioe z1 ¢ C,, ¥n € N, ossia x; € U,, ¥n € N. Poniamo quindi V' = X \ {z;}, quindi V' & un intorno di
zo e Uy, non ¢ contenuto in V' per nessun n € N, perché = € U,,, ma x; ¢ V. ]

Esercizio 27. Sia (X,d) uno spazio metrico. Per x € X e R € Rsg, la palla chiusa di centro x e
raggio R é o
B(z,R) ={y € X|d(z,y) < R}

Si mostri che per ogni x € X e R € Rsq si ha B(x, R) C B(x, R) (il primo insieme ¢ la chiusura
della palla aperta) e si dia un esempio in cui non vale l'uguaglianza.

Dimostrazione. Mostriamo che B(z, R) sia chiuso.

Sia Y = X\ B(x, R) e vediamo che Y sia aperto. Datoy € Y, )
d(z,y) = R’ > R. Sia dunque ¢ = R’ — R e mostriamo che E‘F’R "R
B(y,e) C Y. Infatti, se z € B(y,¢), allora d(y,z) < . Se,

per assurdo, avessimo d(z, z) < R, allora

d(w,y) < d(@,2) + d(2,y) < R+e = R 4 R

<R <e

Dunque, poiché B(z, R) ¢ un chiuso che contiene la palla aperta B(x, R), segue che B(x, R) C B(z, R).
Come esempio per B(x, R) € B(z, R), prendiamo (X, d) uno spazio metrico con almeno due punti e
con distanza discreta (d(a;, y)=1Vx # y), percio, fissato xg € X,

B(.T(), 1) = {:L’o} B(a?(), 1) = {:L’o}

mentre B(zg,1) = X. O

Z6Nella topologia discreta A = A VA.
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2.11 Prodotti topologici

Sia {X;}icr una famiglia di insiemi. Ricordiamo che

HXi = “prodotto (cartesiano) degli X;” = {f I — U X;
icl iel

F(i) € X; Vi € I}

Spesso lelemento f € [] X; si indica con (z;)ier, dove z; = f(i) Vi € I.
i€l
Ad esempio, un elemento di R x R |Z| si indica con (z1, z2).
Sia ora X; dotato di una topologia 7; Vi € I. Vogliamo definire una topologia su [] X;.
i€l

Definizione 2.11.1. La topologia prodotto su [ X; ¢ la topologia meno fine che rende ogni

i€l
proiezione m; : [[ X; — X; continua.
el
Ricordiamo che 7; : [[ X; — X; € definita da m;(f) = f(i), cioe m-((:ci)ie]) = ;.

el
Osservazione 48. La topologia discreta su [[ X; rende ogni proiezione continua, per cui l'insieme
el
delle topologie che rendono le proiezioni continue é non wvuoto. Inoltre, 'intersezione di topologie
¢ una topologia ed ¢é facile verificare che, se {To}aca € lUinsieme delle topologie su || X; tali che

el
e ( I Xi,v'a) — X, é continua Vo € A eVi € I, allora T = () Ta € una topologia su [[ X; (visto
iel acA iel
tempo fa).
Si vede facilmente che m; : (H XZ‘,T) — X, ¢ continua e, per costruzione, T € chiaramente la

el
topologia meno fine tra tutte le topologie che rendono ogni m; continua.
Dunque la topologia prodotto & ben definita.
D’ora in poi siano fissati gli (X;,7;), con i € I, e sia 7 la topologia prodotto su [] X;.
iel
Proposizione 2.11.1. (D) Una prebase di 7 ¢ data da {m; '(A), i € I, A€ 1;}.
@ Una base di T ¢ data da {71';11(141) ﬂ---ﬂﬂ{kl(Ak), keN,i;el, Ajer,}.

Dimostrazione. (I) Una topologia 7" su [] X; rende tutte le proiezioni continue <= Vi € I e VA € 7;
el

7 Y(A) € 7' <= gli insiemi della forma 7; '(A), con i € I e A € 7;, sono aperti in 7/ <= 7’ contiene

la topologia generata dai 7; *(A), coni € [ e A € 7.

Dunque la topologia prodotto 7, dovendo essere la piu piccola topologia che contiene la topologia

generata dai 7, L(A), coni € I e A € 7, coincide con tale topologia che ha come prebase (Teorema

2.4.3) {n;1(A), icl, Acr} UW
el

@) segue da (1) per definizione di prebase. O

*"Nel nostro formalismo sarebbe una f : {1,2} — R.
Se A C X; & aperto, m; *(A) C ] X; & aperta per 7, Vo, dunque & aperto anche per 7.
i€l
29Tn questo caso & pleonastico, perché, preso ig € I a caso, I1X:= 711-_01(X1-0), dunque & gia compreso nel primo pezzo.
i€l
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Su R x R, ad esempio, dette 71, w2 le proiezioni sui due fattori,

(0,1) x R=7;'((0,1)) & un aperto (di prebase):

Il % e

~)

Osservazione 49. Se I = {iy,...,ix} € finito, una base della topologia prodotto é data dagli aperti
della forma A;; x --- x Ay, dove A;; € 7;; Vj.
Infatti, basta notare che A;; x --- x A4;, = 71';11(141'1) N---N ﬂi_kl(Aik), percio ogni A4;, x --- x A4;, &
aperto nel prodotto e da cio ¢ facile concludere: ad esempio,

7TZ-_21(A¢2) = Xi1 X Aig X Xi3 X - X Xilc
Osservazione 50. Se invece I é infinito, gli aperti di [[ X; sono “molto grandi”: se A é aperto nel

i€l

prodotto, A contiene un aperto della base che sard della forma

A; sei:il...ik
—1 —1 1 ) )
m o (A)N--nm (A )= | Yi, conY; =
i (i) i (i) H v ' {Xi altrimenti
i€l
Curiosita: su ] X; si pud mettere anche un’altra topologia “naturale”, una cui base & data dagli
i€l
insiemi della forma [] 4;, 4; € 7 Vi € I (cioé scegliamo un aperto per ogni coordinata, non solo
i€l
per un numero finito di esse). Si tratta della topologia delle scatole che, quando I ¢ infinito, ¢
usualmente strettamente piu fine della topologia prodotto.
Teorema 2.11.2. Siano Y topologico e f : Y — [[ X;. f € continua <= mjof:Y — X; ¢
iel
continua Vi € I.

Slogan: “Una funzione a valori in un prodotto e continua se e solo se lo sono le sue componenti”
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Dimostrazione. (:>) Per definizione di topologia prodotto, m; € continua, percio il fatto che f sia
continua = m; o f & continua.

(<:) Supponiamo m; o f continua Vi. Possiamo testare la continuita di f su una prebase dello spazio
di arrivo. Sia B = 7ri_1(A), coni € I e A€, un tale aperto, allora

F7HB) = [ N (A) = (mio )71 (A)
che € aperto in Y perché m; o f € continua per ipotesi. Dunque f & continua. O

Teorema 2.11.3. Se X,Y sono metrizzabili, allora X XY ¢& metrizzabile. Piv precisamente, se d,d’
sono distanze su X,Y che inducono le topologie, allora la topologia di X XY é indotta da una qualsiasi
di queste distanze:

di((z1,91), (22,92)) = d(z1,22) +d'(y1,92)

da((z1,11), (z2,y2)) = Vd(z1,22)2 + d'(y1,y2)?

doo((xh yl)? ('r?a yQ)) = max{d(‘rlv 332), dl(yh yQ)}

Dimostrazione. Quando abbiamo parlato di distanze equivalenti su R (cio¢ di norma ¢!, norma ¢2,
norma ¢°°), abbiamo gia visto che d; < V2dy < 2ds < 2d5, per cui dy, ds, ds sono distanze topologi-
camente equivalenti su X x Y. Vogliamo vedere che tali distanze inducono effettivamente la topologia
prodotto su X x Y. Se dotiamo X x Y della distanza d,, le proiezioni sono 1-lipschitziane, cioe, se
mx: X XY — Xemy: X XY — Y sono le proiezioni, allora

d(ﬁx(ffl,yl)»ﬂx(@,yz)) =d(r1,72) < doo((ﬂfl,yl)a (332,y2))

d/(ﬂy(xlayl)ﬂrY(x?vy?)) = d/(ylayQ) < dOO((xlvyl)? (x27y2))

In particolare, le proiezioni sono continue (passiamo alla continuitd punto per punto e notiamo che
basta scegliere 6 = ¢).

Dunque d, rende continue le proiezioni, percio ¢ piu fine della topologia prodotto. Per vedere che
coincidono, vediamo che un generico aperto di d., € anche un aperto della topologia prodotto.

Basta vedere che un aperto di base di d € aperto per una topologia prodotto.

Per definizione di topologia associata a una metrica, un aperto di base di dy, € della forma

Ba,. ((,9), R) = {(z,y) € X x Y [dws((2,9), (2",¥/)) < R} =
={(2,y) e X xY |d(x,2") < Red'(y,y) < R} = By(z, R) x By(y, R)

che ¢ aperto nella topologia prodotto in quanto prodotto di aperti. O

Corollario 2.11.4. Vh,k € N, R" x R* %@ Rtk (intendendo tutti gli spazi dotati della topologia
Euclidea).

Infatti, se dj, ¢ la distanza €' su R e dj, ¢ la distanza ¢! su R¥, la distanza d; costruita nel Teorema
2.11.3|su R" x R* & proprio la distanza ¢' su R***,
(La stessa cosa vale combinando le distanze £2 come in dy o le distanze /> come in du..)

Teorema 2.11.5. Vi € I, m; : [[ X; — X, ¢ aperta.
i€l

Lemma 2.11.6. f: X — Y ¢ aperta <= data una base # di X, f(B) é aperto inY VB € A.

Dimostrazione. (Lemma [2.11.6 (<:) Se A C X ¢ aperto, allora 38’ C % tale che A = |J B,
Be#'

per cui f(A) = f(BU% B) = BUX f(B) e l'unione di aperti & aperta.
cR cB

—) E ovvio. O
(=)

390meomorfo.
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Dimostrazione. (Teorema |2.11.5)) Per il Lemma [2.11.6] basta vedere che m; ¢ aperta su di una
base del prodotto. Sia percio A = m; 1(A;,)N---Nm; '(A;,) un aperto di base non vuoto. Possiamo

supporre i; # i, se j # h. Ora
e se i =iy per qualche h, allora m;(A) = A;,;
e sei#ip Vh=1,...,k, allora m;(4) = X,.

In ogni caso, m;(A) & aperto in Xj. O

Osservazione 51. Le proiezioni sono sempre aperte. Possono pero non essere chiuse: abbiamo visto

la volta scorsa che w: R* — R non ¢é chiusa (7(z,y) = ).

Proposizione 2.11.7. Siano X,, cona € A, spazi topologici e X = [[ X,. Fissatia € A exg € X3

acA
VB € A\ {a}, la funzione i : Xoa@ — X data dai(x) = f, : A — |J Xa e descritta da
aEA
T sea=a x sea=a
zla) = = (Ya)aca, dove Yy, =
fa(a) {xg sea=p#a (Ya)aen Y {935 sea=pB#a

e un’immersione topologica.
Esempio 29. Se guardiamo R? =R x R e fissiamo @ =1 e x5 € R abbiamo la funzione

i: R — R?
x — (z,x9)

Dimostrazione. Vediamo che la funzione i ¢ continua. Usiamo la Proprieta universale:
sia Ty 01 : X —> X,, allora i € continua <= 7, o7 € continua Vo € A. In effetti, 7,07 : Xg — X,
. . . x se =« . . . . .. .
¢ descritta da (7 01) () = __ che ¢ una funzione continua in tutti i casi.
rg sea=fp#a
E chiaro che i sia iniettiva: ad esempio perché mg o4 € biunivoca (& l'identita).
Rimane da verificare che i : Xz — i(Xz) C X sia un omeomorfismo.
L’inversa di i e Talxny - i(Xw) — X& la proiezione sul fattore Xg. Questa funzione ¢ continua (e
[e3

i(X5) ha la topologia di sottospazio di X). O

Generalizzazione: se prendiamo A’ C A e fissiamo z3 € Xg, con § ¢ A’, allora la funzione

To seac A < .
& un’immersione

II Xoa — ][] X. data da i((:ca)aeA/) = (Ya), dove y, = .
ag Al a€EA xg sea=03¢A
topologica (il caso precedente ¢ quello in cui A’ = {a}).

Dimostrazione. Stessa della Proposizione O
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2.12 Topologia della convergenza puntuale
Definizione 2.12.1. Sia Y uno spazio topologico e X un insieme. Posto

FX,)Y)={f: X —Y funzione} = H Yy =YX
rzeX

la topologia prodotto su questo insieme si chiama la Topologia della convergenza puntuale.

Proposizione 2.12.1. Sia {fy}nen € F(X,Y), con f € F(X,Y). fn. — f per questa topologia
= VreX f,(r) — f(x) nello spazio topologico Y .

Dimostrazione. (=) Infatti, Vo € X m,(fn) — mo(f) (gid visto), ma(fn) = fn(z) € m(f) = f(2).

(«<=) Vogliamo verificare che f, — f in F(X,Y), sapendo che f,(z) — f(z) Vz € X.

Dato un intorno U di f in F(X,Y), scegliamo un aperto di base A C U tale che f € A.

Quindi A = [] A, dove A, C Y & aperto di base, A # Y solo per un numero finito di indici,

zeX

chiamiamoli z1,...,x; € X. Visto che f,(x;) — f(z;) per ipotesi, sappiamo che f,(x;) € A,,

(intorno aperto di f(z;) in V') definitivamente, ma allora, visto che gli x; sono finiti, possiamo con-
fEA=fr €A, VzeX

cludere che 3N € N tale che Vn > N abbiamo f,(x;) € A, Vi =1,... k. E ovvio che, se = %+ x4

Vi=1,...,k, allora f,(z) € A, (poiché in quel caso A, =Y'), dunque concludiamo che f, € A C U

Vn > N. Questo mostra f, — f. O
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2.13 Assiomi di separazione

Definizione 2.13.1. Uno spazio topologico X é (oppure “soddisfa l'assioma”):
To, seVe £y e X U C X aperto tale chex e U ey ¢ U ox ¢ U ey U;
Ty, seVe #ye X U,V C X aperti tali chex e U,y ¢ U ex ¢ V,yeV;
Ty, seVor #ye X U,V C X aperti tali chex e U,y eV eUNV =0.

Gli spazi T si chiamano anche spazi di Hausdorff.

Osservazione 52. In queste definizioni ¢ equivalente chiedere che esistano intorni (non necessaria-
mente aperti) di x ey che soddisfano gli assiomi.

Osservazione 53. T, — 11 — 1.
Le implicazioni pero sono strette:

Esempio 30. 11 =& T5: sia X infinito con la topologia cofinita. Questo spazio € Ty ma non Ts.
Infatti, dati x #y € X, ad esempio, possiamo prendere U = X \ {y} e V = X \ {x} che sono aperti
e soddisfano le richieste. Per vedere che non & T, dobbiamo vedere che, se U,V C X sono aperti,

conx €U ey eV, allora UNV # (. Mostriamo che, se U,V C X sono aperti non vuoti, allora
finito
UNV #0. Infatti, UNV =X\ (X \U)U (X \V)) e, visto che X ¢ infinito, UNV # 0.
finito finito
U0 VA0

Esempio 31. Ty =~ T1: su R c¢’¢ la topologia della semicontinuitda inferiore i cui aperti sono
0,R e (a,+00), con a € R (controllare che sia una topologia).

Questa ¢ Ty ma non Ty. Infatti, se v # y € R, (%ﬂ/,%—oo) e aperto e contiene esattamente uno dei
due (il maggiore). Non é Ty, perché, se x # y € R e, senza perdita di generalita, diciamo che x < y,
allora non esiste nessun aperto che contenga x e non y.

Esempio 32. X con almeno 2 elementi e la topologia indiscreta non soddisfa nemmeno 1j.
Proposizione 2.13.1. Se (X,d) é metrico, allora (X,74) € Ts.

Dimostrazione. Se x # y € X, allora B(z,R) e B(y, R) sono aperti e, se R < d(é’y), allora sono

disgiunti (per la disuguaglianza triangolare). O

Conseguenza: spazi non di Hausdorff non sono metrizzabili.

Proposizione 2.13.2. X ¢ T <= i punti sono chiusi (cioé¢ {x} = {x} Yo € X ) <= la topologia di
X ¢ piu fine della topologia cofinita.

Dimostrazione. (<*:) E ovvia.
(=) Se {z} ¢ chiuso, allora {z,...,z)} ¢ chiuso (unione finita di chiusi) = A C X con comple-
mentare finito & aperto, cioe la topologia di X & piu fine della cofinita.
(=) Usiamo {z} ={y € X|VA C X aperto, con y € A, si ha AN {z} # 0}.

xcA
Sia X Ty e, fissato x € X, mostriamo {x} = {z}: si ha {z} C {z} e, se y # x, sappiamo che U C X
aperto tale che y € U e 2 ¢ U. Da questo segue che y ¢ {z} e che {z} = {z}.
(<:) Sappiamo che {z} = {z} Vz € X e supponiamo di avere z # y € X.
Visto che y ¢ {2} (= {z}), possiamo dedurre che 3V C X aperto tale che y € V e 2 ¢ V. Partendo
da z ¢ {y}, troviamo U C X aperto tale che z € U e y ¢ U. Quindi X & T}. O

Proposizione 2.13.3. X ¢ Ty <= Ax = {(z,z) |z € X} C X x X ¢é un chiuso per la topologia
prodotto.
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Dimostrazione. Notiamo che (z,y) € Ax <= = =y (per definizione di Ax).
Ax C X x X ¢ chiuso <= (X x X) \ Ax ¢ aperto <= V(z,y) € (X x X)\Ax JAXx B C X x X

<—r#y
aperto di base, con A,B C X aperti, tali che (z,y) € AxB e Ax BC (X x X)\Ax che ¢ la
+—=x€cA, yeB <= (AxB)NAx=0
<= ANB=0
proprieta T5. O

Esercizio 12. X ¢ Ty <= Va #y si ha {2} # {y} in X.
Corollario 2.13.4. Se f: X — Y é continua e Y é T» allora il grafico
Ly={(z,f(z)) |z € X} C X xYeé chiuso

XxY — YxY N

. E continuaPlle I'y = F71(Ay). YV &
(y) — (f(@).y) I r= T Ay)
Ty = Ay ¢ chiuso = I'y C X x Y ¢ chiuso. O

Dimostrazione. Consideriamo

Corollario 2.13.5. Se f,g: X — Y sono continue e Y & Ty, allora {x € X | f(x) =g(x)} C X ¢
chiuso.

X —  YxY
z — (f(2).g(@))

Corollario 2.13.6. Nelle ipotesi del Corollario se f =g suun denso di X, allora f = g
su tutto X.

Dimostrazione. Ovvia dal Corollario [2.13.5| 4+ un chiuso denso & tutto lo spazio. O

O

Dimostrazione. Analoga, prendendo come funzione

Corollario 2.13.7. Se f: X — X ¢ continua e X é T, allora fix f = {x € X|f(x) =2z} C X ¢
chiuso.

Dimostrazione. Basta applicare il Corollario [2.13.6|con g(z) = x. O

Proposizione 2.13.8 (Unicita del limite in spazi T3).
Se X ¢Ty e{x,} C X & una successione tale che v, — x e T, — y, con x,y € X, allora z =y.

Dimostrazione. Se x # y, abbiamo U € I(z) e V € I(y) disgiunti e seguirebbe che z, e UNV = ()
definitivamente 4 O

Proposizione 2.13.9. Siai=0,1,2:

1. Sottospazi di uno spazio T; sono Tj.
2. Prodotti (arbitrari) di spazi T; sono T;.

3. Raffinamenti di topologie T; sono T;.

Dimostrazione. Facciamo il caso i = 2 (gli altri sono simili).
(1.) Siano X uno spazio T5 e Y C X un sottospazio.
Siano z # y in Y e vediamo che hanno intorni disgiunti di Y.
Visto che X & Ty, U, V' C X aperti tali che x e U, y € V' e U'NV' = (. Ponendo U =U'NY e
V =V'NY, abbiamo due apertiin Y taliche x e U,y e VeUNV =U'NV)NY = 0.
0

(2) Siano X;, con i € I, spazi T e X = [] X;. Siano (z;) e (y;) due punti disgiunti di X, cioe Jig € T
il

tale che z;, # vi,- Visto che X;, ¢ Ty, U, V' C X;, aperti tali che z;, € U, y;, € V' e U' NV’ =1).

Ponendo U = wigl(U’) eV = Wigl(V’), abbiamo due aperti (m;, ¢ continua) di X tali che (z;) € U,

Z’iOEU’
~1 ~1
() eVeUNV=m(UNV)=m"(0)=0.
Yig €V’
(3.) Se 7,7 sono topologie su X, 7 C 7’ ed ¢ T, allora anche 7" & Ts: chiaro perché tutti gli aperti di
7 sono anche aperti di 7’. O

31Perché le “componenti” sono funzioni continue.
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Definizione 2.13.2. Uno spazio topologico X ¢ (oppure “soddisfa l’assioma”):
T3, seVx € X eVC C X chiuso tale che x ¢ C U,V C X aperti tali chex e U, C CV eUNV = 0;
Ty, seVC,D C X chiusi tali che CND =0 33U,V C X aperti tali che C CU, DCV eUNV = 0.

Osservazione 54. Se X ¢T1 , alloraTy — T3 — T5.

<= i singoletti
sono chiusi

Esempio 33. Se X ¢ un insieme tale che |X| > 2 con la topologia indiscreta, allora X é T e Ty, ma
gli unici chiusi
sono ) e X

non é TQ, Tl, T().
Definizione 2.13.3. X si dice regolare, se ¢ T} e T3, e normale, se ¢ Ty e Ty.
Le implicazioni di sopra mostrano che normale = regolare = Hausdorff.

Definizione 2.13.4. Dati (X, d) uno spazio metrico e A C X, da(z) = inf{d(z,a)|a € A} ¢ detta
distanza di un punto da un sottoinsieme in uno spazio metrico.

Definizione 2.13.5. Una funzione [ : (X,d) — (Y,d') si dice k-lipschitziana, con k € Ry, se
d'(f(2), f(y)) < k-d(z,y) Yo,y € X.

Osservazione 55. Se f ¢& k-lipschitziana per qualche k, allora é continua: dato € nella definizione di
continuita, basta prendere § < 1.

Proposizione 2.13.10. d4 : (X,d) — [0, +00) @ é 1-lipschitziana (quindi continua,).

Dimostrazione. Fissati z,y € X, dobbiamo far vedere che |da(x) — da(y)| < d(x,y). Dato a € A,
abbiamo d(a,x) < d(x,y) + d(y, a). Segue che dy(x) = inf{d(a,z)|a € A} < d(x,y) +d(y,a) Va € A,
quindi, passando all'inf a secondo membro, otteniamo d(z) < d(z,y) + da(y), cioe

da(r) —da(y) < d(z,y)
Scambiando x e y, otteniamo da(y) — da(z) < d(z,y) e, combinando le due, abbiamo la tesi. O
Proposizione 2.13.11. Se (X,d) é uno spazio metrico, allora (X, 74) € normale (cioé Th e Ty).

Dimostrazione. Abbiamo visto che (X, 74) € Ty, quindi & anche 7;. Siano quindi C,D C X chiusi
tali che C N D = () e consideriamo le funzioni do : X — [0,400) e dp : X — [0,+00), dove
do(xz) = inf{d(z,c) |c € C} e dp(x) = inf{d(z,d’) |d' € D}.

Per la Proposizione [2.13.10] abbiamo che d¢o e dp sono continue.

Lemma 2.13.12. Se C' C X ¢ chiuso, allora C = d*(0).

Dimostrazione. dc : X — [0,+00) & continua, quindi, visto che {0} C [0, 4+00) & chiuso, d;'(0) C X
e chiuso e contiene C, dal momento che chiaramente, se € C, allora do(z) = 0. Dunque C C dal(()).
Se y € dg'(0), allora inf{d(y,c)|c € C} = 0, quindi 3{c,} € C successione tale che d(y,c,) < %.
Segue che ogni intorno di y interseca 'insieme C' quindi y € C e, visto che C & chiuso, abbiamo

C =, dunque y € C. O

(La stessa dimostrazione fa vedere che se non sappiamo che C' & chiuso, allora dal(O) =C.))
Consideriamo
dp()

flo) = dp(z) + do(z)

X — [0,1]

32Con la distanza Euclidea.

33Visto che deve contenere B(y, %) per n abbastanza grande.
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E ben definita, perché se do(z) + dp(z) =0 = dp(z) = do(z) =0 =z € CND = 0.
E anche continua: la funzione

g(x,y): R*\{(a,~a)[a€R} — R

(z,y) — i

¢ continua ed f(z) = g(dp(z),dc(z)), dunque & continua visto che  — (dp(z),dc(z)) ha immagine
in R?\ {(a, —a) | a € R}. Ora osserviamo che

f(#)=0<dp(z)=0<2€D (D=Ff"0)

e che
dp()

TPl do) =0 el (€= 17 )

flz)=1<—=

Siano ora U’ = (2,1], V' = [0, 1) aperti di [0,1] e poniamo U = f~}(U’) C X, V = f~}(V') C X.
Questi sono aperti disgiunti (UNV = f~1U")n f~1(V') = f~1(U'nV’') = 0) e abbiamo C C U,
D C V. Questo mostra la proprieta Ty. ]

Curiosita (Lemma di Urysohn): se X ¢ Ty e C, D C X sono chiusi tali che C N D = (), allora
3f : X — [0, 1] continua tale che D = f~1(0) e C = f~1(1).

Proposizione 2.13.13. Uno spazio topologico X ¢ Ty <= Vxr € X e U C X aperto tale che x € U
AV C X aperto tale che x € V CV CU.
(Questo ¢ equivalente a dire che gli intorni chiusi formano un S.F.I. attorno a qualsiasi x € X .)

Dimostrazione. (:>) Supponiamo che X sia T3 e di avere x € X e U C X aperto tale che x € U.
Applichiamo l'assioma T3 a z e C = X \ U, concludendo che 3V, W C X aperti talichez € V, C C W
chiuso e z¢C
e VNW =0. Vediamo che VCU: [x|=V CX\W CX\C=Uequindiz eV CV CU, come
VEX\W [ *]

chiuso

volevamo.
(<:) Dobbiamo mostrare che X & T5: siano x € X e C' C X chiuso tale che x ¢ C. Prendiamo
U = X\ C aperto tale che x € U. Quindi 3V C X talechez ¢ VCV CU. SiaW =X \V C X
aperto. Diciamo che C' C W: questo & vero se e solo se X \ W C X \ C che ¢ vero.

v U
Quindi abbiamo due aperti V,W talichex €V, CCWe VNW =0. O

=VN(X\V)

e VCV

Proposizione 2.13.14. (1) Sottospazi di spazi T3 sono T5.
@ Sottospazi chiusi di spazi Ty sono Ty.
@) Prodotti arbitrari di spazi T sono Tj.

Dimostrazione. (I) Sia X uno spazio T3 e Y C X un sottospazio topologico. Vediamo che Y & T5.
Siano z € Y e C C Y un chiuso tale che 2 ¢ C. Sia ¢’ C X un chiuso tale che C = ¢’ NY P4
Chiaramente = ¢ C'.

Usiamo la proprieta T3 di X: troviamo U’,V’ C X aperti, con U' N V' = 0, tali che x € U’ e
C'" CV'. Poniamo U =U'NY eV =V'NY apertiin Y, con UNV = (), tali che z € U’ e
C=C'"NYCV'NY =V. Dunque Y & Tj3.

@ Se X ¢ Ty e Y C X & un sottospazio topologico chiuso, dati C, D C Y chiusi tali che CND =0,
allora C' e D sono chiusi anche in X e quindi 3U’, V' C X aperti, con U' NV’ = (), tali che C C U’
e D CV'. Ponendo U =U'NY eV =V'NY, abbiamo due aperti di Y tali che UNV = (),
CCcUNY=UeDCV'NY =V.

@) Siano X;, con i € I, spazi T5. Vogliamo mostrare che X = [[ X; & Ts.
el

34Usando la definizione di topologia di sottospazio.
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Usiamo la caratterizzazione alternativa di T3 della Proposizione [2.13.13} supponiamo di avere
(x;) € X e un aperto V' C X tale che (x;) € V. Vogliamo vedere che 3U C X aperto tale che
x € U CU C V. Prendiamo un aperto di base A = [] A; (in cui A; C X; & aperto e vale I'uguaglianza
i€l

tranne che al pitt per un numero finito di indici), tale che x € ACV .

< ux;€A; Viel
In X; abbiamo un aperto A; tale che x; € A;. Usando T3, possiamo trovare un aperto B; C X; aperto
tale che z; € B; C B; C A; (se A; = X;, poniamo B; = X;).
Consideriamo B = [] B;: questo & un aperto di base di X.

i€l
Vogliamo vedere che x € B C B C A. Partendo da B; C A;, troviamo che [[ B; C [] 4; = A.
<=m,EB; Vil o icl i€l
Inoltre, visto che B; C B;, abbiamo anche che B = [[ B; C [] B;. Basta verificare che [[ B; & un
il i€l i€l
chiuso di X, perché poi avremo B C [] B; C A e dunque la tesi.
i€l
Lemma 2.13.15. Se C; C X; sono chiusi, allora [ C; C [] X; é chiuso.
il i€l
Dimostrazione. Se m; : X — X;, allora [[ C; = () m; {(Cy) . O
il €1 chiuso di C
Segue che [] B; C X & chiuso e quindi la tesi. O

icl

Fatto 2.13.16. Raffinamenti di topologie T5/Ty possono non essere Ts/Ty.
Prodotti di spazi Ty possono non essere Ty e lo stesso per sottospazi.

Fatto 2.13.17. Le implicazions
metrizzabile =—> normale = regolare = Hausdorff

non st invertono.
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Esercizi VIII settimana

Esercizio 32. Dotiamo C dell’usuale topologia Euclidea, cioé identifichiamolo con R? dotato del-
la topologia Fuclidea. Inoltre, dotiamo ogni sottoinsieme di C della topologia di sottospazio e sia

f:C—C, f(z) =22
(1) Si dica se la restrizione di f a Hy = {z € C| Im(z) > 0} sia un’immersione topologica.
(2) Si dica se la restrizione di f a Hy = Hy U{z € R|z > 0} sia unimmersione topologica.

Dimostrazione. f : C — C & una funzione continua: in coordinate cartesiane, questa funzione si
scrive nel seguente modo:

se z =1z 41y ( = (m,y)), allora 22 = 2% — y* + i2xy ( = (2% — ¢, 2:cy))

La funzione f: R? — R? data da f(z,y) = (2? — y?, 2zy) ¢ continuam
Segue che f|H1 :Hy — f(Hy)CCe f\Hz : Hy — f(H3) C C sono continue.

Se f: X — Y @& continua e Z C X & un sottoinsieme, allora f|, : Z — f(Z) & continua,
dove Z C X e f(Z) CY hanno la topologia di sottospazio.
Infatti, la composizione f: Z C X — Y & continua, perché le due funzioni sono continue, avendo
valori in f(Z), si fattorizza insiemisticamente f, : Z — f(Z) C Y percio, per la Proprieta
universale della topologia di sottospazio di f(Z), segue che f|, & continua.
Conseguenza: se f : X — Y & un omeomorfismo e Z C X & un sottoinsieme di X, allora
fi, + Z — f(Z) & un omeomorfismo.

(1) Vediamo che f|,, ~sia iniettiva: usiamo le coordinate polari
Se scriviamo z = pe', con p > 0, p € Re 0 € [0,27), allora f(z) = 2 = p?e'?.
2€H <= p>0e0<6<m, quindi 22 = p2e?, con p*> > 0 e 0 < 20 < 27 e dunque I'immagine
f(H1)=C\{z€R|z>0}.
Vediamo anche che f| a, HL— f(Hy) sia iniettiva. Scriviamo l'inversa:
se z = Ae'B, con A>0e0< B < 2, allora le controimmagini tramite f sono i pe?, con p > 0 e
z€f(Hy)

0 < 0 <, tali che

p=+vA

=P —= =L +tkr kez = |0=
0<0,2<n

bl\’)
I

'S
I

P20 — AciB — B
2

C .. . . B - B
Questo mostra che f|H1 : Hy — f(H) sia biunivoca e l'inversa mandi Ae'® in v/ Ae'2.
Per controllare la continuita dell’inversa, usiamo ancora le coordinate polari, pero adesso ci dobbiamo
preoccupare della topologia:

g1: Rsox(0,2r) — C\{z€R|z>0}
(p,0) —  pe? = (pcosb, psinh)

Vediamo che g; sia un omeomorfismo (poi lo stesso sara vero per ga : R~¢ x (0, 7) — Hj, restrizione
di g1). E chiaro che g1 sia biunivoca e continua, vediamo pero che l'inversa sia continua.
L’inversa si scrive cosi: z =z +iy € C\ {z € R|z > 0},

se y=0=—= <0

V22 + y2, arccos <\/Z§Ty2)) se y&>)0

2 + 12, 21 — arccos (

le due formule hanno lo

g1 (z) =

= ) se y @0 stesso risultato se y = 0.

)

35Ha componenti continue.
36Per il momento senza preoccuparci della topologia.



Per controllare che g;° ! sia continua, ad esempio, si possono usare le successioni

Dobbiamo vedere che data {z,} € C\ {z € R|z > 0} tale che 2, — z, si ha che g; ' (2,) — g7 '(2).
Se chiamiamo z, = a, + ib, e z = a + ib, allora stiamo chiedendo che a,, — a e b, — b.

Sulla prima componente /22 + y2 la convergenza ¢ chiara.

Per la seconda componente, le funzioni arccos( §+ 2) e 2m — arccos( ;:L 2) sono continue nel
T4ty TeTY

loro dominio (R?\ {(0,0)}) e “si raccordano bene” nei punti (z,0) (cioe (z,y) con y = 0).
Un po’ piu formalmente: se b = Im(z) > 0, allora b, = Im(z,) > 0 definitivamente, quindi, per

xT
I2+y2

continuita di arccos < , abbiamo la convergenza che volevamo. Stessa cosa se b < 0.

Se invece b = 0, “spezziamo” z, nelle sottosuccessioni per cui Im(z,) > 0 (Im(z,) < 0 rispettivamente).
Per queste due sottosuccessioni concludiamo la convergenza che volevamo come nei casi precedenti e
segue che g7 !(2,) — g7 *(2). Ora

f\Hl

f(H1) =C\{z€R|z>0}

K\\ -
%Tm TS~ . -7 ngl

R0 % (0,7) ¢ Rsg x (0,2m)

dove h: (p,0) — (\/ﬁ, g) e l'inversa di f calcolata prima usando le coordinate polari

e 'inversa di f|,, ¢ gaohogy ! quindi basta controllare che h sia continua, il che & evidente.

(2) Ora il dominio & {z € C| Im(z) > 0\/Im(z) = 0 A Re(z) > 0} e 'immagine ¢ C\ {(0,0)}.
(Controllare che f|,, sia ancora iniettiva.)

L’inversa non sembra continua, perché non tutti i punti vicini a 1 € C nell’immagine vanno vicino a
f‘:{i (1) =1 € C nel dominio. Per vedere che effettivamente f‘; non sia continua, basta prendere, ad

. . i(or—L . _ i(m— 2L
esempio, la successione z, = ez( 4 n) che converge a 1 e notare che invece lel (zn) = el(” 2n) non
2

converge a 1 nel dominio. O

37Tutti gli spazi sono I-numerabili.
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2.14 Ricoprimenti fondamentali

Definizione 2.14.1. Un ricoprimento di uno spazio topologico X ¢ una famiglia {A;}icr di sottoin-
siemi di X tale che |J A; = X.

icl
Un ricoprimento si dice aperto se A; é aperto Vi € I e chiuso se A; é chiuso Vi € I.
Un ricoprimento si dice fondamentale se vale che Y C X ¢é aperto <— Y N A; C A; @ e aperto
Vi € I (= é sempre vera). E equivalente chiedere che Y C X é chiuso <= Y N A; C A; é chiuso

Vi € I (passando ai complementari).

Teorema 2.14.1. Siano {A;}icr un ricoprimento fondamentale di X e f : X — Y una funzione tra
spazi topologici. f & continua < f|, : A; — Y ¢ conlinua Vi € I.

Dimostrazione. (:>) Gia vista.

(<:) Dobbiamo verificare che f sia continua.

Sia quindi U C Y un aperto e mostriamo che f~1(U) C X ¢ aperto. Per definizione di ricoprimento
fondamentale, ci basta verificare che f~1(U) N A; & aperto in A; Vi € I.

Questo & vero perché f~1(U) N A; = f‘;l(U) C A; ed ¢ aperto per continuita di f|A¢’ O

Teorema 2.14.2. [ ricoprimenti aperti sono fondamentali.

Dimostrazione. Sia’Y C X un sottoinsieme tale che Y N A; C A; sia aperto (e stiamo supponendo che
A; C X sia aperto Vi € I).

=) na) (:Yn(UAQ:YnX:Y)

sel aperti di X in el
quanto aperti di A;
+ A; aperto di X

quindi Y e aperto in quanto unione di aperti. O

Qualche osservazione:

n n
se Y7,...,Y, C X sono sottoinsiemi, allora |J Y; = |J Y.
i=1 i=1

n n n n
Infatti, se Y; C V;, allora JY; € UY: edunque JY;C Y;.
i=1 i=1 i=1 i=1
chiuso di X
n . n n o n
DaY;C JVYi,sihaY;C JY;Vi=1,....nequindi JY; € U Y.
i=1 i=1 i=1 i=1

(L’ultima inclusione vale anche se gli Y; sono in numero infinito).
Domanda: se abbiamo sottoinsiemi ¥; C X, con i € I, & vero che |J Y; = U Y7

i€l el
Esempio 34. In R, prendiamo Y, = {q}, con ¢ € Q. Y, =Y,, dunque |J Y; =Q, ma J Y, = Q,
q€Q q€Q
quindi |J Y, = Q =R e si ha che i due sottoinsiemi sono diversi.
q€Q
L’uguaglianza * e vera per famiglie localmente finite.
Famiglie localmente finite
k E
Abbiamo gia visto che, se X & topologico e Y7,..., Y sono sottoinsiemi, allora |J Y; = |J Yi. Questo
i=1 i=1

pero in generale non vale per unioni infinite.
Abbiamo definito una famiglia di sottospazi {Y;};cs essere localmente finita, se Vo € X 3U intorno
di z tale che #{i € I |Y; NU # 0} < +o0.

38Dotato della topologia di sottospazio.
3971 fatto che Y sia aperto si pud testare negli A;.
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Esempio 35. Se Y, = {q}, allora la famiglia {Y;}scq non é localmente finita in R.

Esempio 36. Se X = R, allora la famiglia {[i,i + 10]};en €
localmente finita: dato x € R, il suo intorno U = (x — 1,z + 1) L EEJ: 1 } :‘L’)Z
‘ - . o 61 3

interseca al pin 12 elementi della famiglia.

Teorema 2.14.3. Se {Y;}icr € una famiglia localmente finita di sottospazi di X, allora

Uri=Ur

el el

Dimostrazione. Un’inclusione ¢ sempre vera:

vo c U=V, clJv vioeI=JYicJv
el iel el el

Viceversa: sia z € |J Y;. Per ipotesi 3U aperto tale che
el

reUeJ={iel|UNY;# 0} finito.

Vogliamo mostrare che z € |J Y;. Per una delle carat-

i€J
terizzazioni della chiusura, ci basta vedere che, se V &
un qualsiasi intorno di z, allora V' N ( U Y;) +0.
ieJ
Dato un tale V, V N U é intersezione di due intorni di x, percio & un intorno di x, dunque, poiché
ze UY,sihaVNUN(UY) #0malUnY;=0Vi¢ J=VnUN(UYi) #0, quindi, a
il il icJ
maggior ragione, VN (J Y;) #0. Percio z € J Vi Uv,c Uv. O
icd icd icJ icl

Teorema 2.14.4. Se {Y;}ic1 € un ricoprimento chiuso e localmente finito di X, allora il ricoprimento
e fondamentale.

Dimostrazione. Sia C' C X tale che C' NY; sia chiuso in Y; Vi e mostriamo che C' ¢ chiuso in X.
Poiché Y; ¢ chiuso Vi e chiuso di un chiuso ¢ chiuso in X, abbiamo che Y; N C ¢ chiuso di X Vi.
Ovviamente, poiché {Y;};cr € localmente finita, anche {Y; N C};cr € localmente finita, per cui

C U(YmC) UYmc U(YmC):c
i€l i€l i€l

per cui C = C, cio¢ C & chiuso. O

Esempio 37. Se X =R, Y7 = R\ {0} e Y2 = {0}, allora {Y1,Y2} non é fondamentale. Ad esempio, se
f:R—R ¢ tale che f(x) =0Vz €Yy e f(0) =1, allora f‘YI e f|Y2 sono costanti, dunque continue,
ma f non é globalmente continua (ovvio da Analisi 1).

Esempio 38. Se X = R, Y1 = {z € Rjz < 0} e )
Yo = {z € R|z > 0}, allora {Y1,Y2} & un ricoprimen- :
to chiuso e finito (dunque localmente finito), percio é
fondamentale.

Dunque, se g1 : (—00,0] — R e g2 : [0,4+00) — R sono funzioni continue e g1(0) = g2(0), allora
g(z) <0

g2(x) >0
restrizioni su un ricoprimento fondamentale).

g : R — R ottenuta ponendo g(x) = ¢ continua (in quanto sono continue le sue

40Gia dimostrato per unioni finite.
41 Perché gli Y; ricoprono X.
2Perché Y; N C & chiuso in X.
43Per locale finitezza.
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In generale, capita spesso di avere funzioni g; : Y; — Z;, con ¢ = 1,2, continue tali che X =Y; UY>
e di volerle “attaccare” per produrre una g continua.

Se Y1 NYs = (), cioe X = Y7 UYs, non abbiamo problemi a definire g, ma tipicamente {Y7, Y5} non
sara fondamentale e dunque non potremo dire nulla della continuita di g

Se invece Y7 NYs # (), allora & possibile che {Y7, Y5} sia fondamentale EL pero bisogna ovviamente
controllare la buona definizione di g che estende g1 e g2, cioe che gi(x) = go(z) Vo € Y1 NY; (ci
troveremo spesso a seguire questa strategia).

Esempio fondamentale: la giunzione di cammini

Nei casi di cui sopra (cioe g1 : Y1 — Z, g2 : Yo — Z da “attaccare” per definire

g: X — Z), guardate con diffidenza a dimostrazioni della continuita di g che usino limiti (tipicamente
per x —» xg, dove xg € Y] 0 xg € 0Y3...). Se Z & generico, il limite non & neanche unico!

Definizione 2.14.2. Un cammino a valori in uno ¥ 5.(1|==lo)
spazio topologico X é una funzione continua /—\ﬁ
. ’___“" (o
v:10,1] — X. c{ ' o) ey
Dati due cammini vi,v2 : [0,1] — X tali che \_/
71(1) = 72(0), la loro giunzione v * v, ¢ definita WK

da y1 *v2 : [0,1] — X con

71(20 OStS% /\
£ —
OI'M\M
N

T

Teorema 2.14.5. La giunzione di cammini ¢ un cammino (cioé vy * 2 € effettivamente continua).
@ [07 %] — [07 1} e w : [%a 1] — [07 1]
t — 2t t — 2t —1

cui sono continue anche le composizioni v; o ¢ : [0, %] — X eyov: [%, 1] — X, inoltre esse
coincidono su %, in quanto stiamo assumendo ;(1) = 72(0).
Poiché {[0, %], [%, 1] } ¢ un ricoprimento fondamentale di [0, 1] @ la tesi segue. O

Dimostrazione. Le funzioni sono continue, per

Evitiamo discorsi del tipo

lim (71 %7y2)(t) = lim (71 %72)(t) =71 * 72 (1>

1+ 2
t—3 t—3

per verificare la continuita di 1 * ys.

44yVedremo fra poco che se {Y1,Y>2} & fondamentale e Y1 NYs = (@, allora X & sconnesso...
4510 & ad esempio se Y1, Ys sono entrambi aperti o entrambi chiusi.
461 chiuso e finito.
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2.15 Connessione e connessione per archi

Definizione 2.15.1. X topologico si dice sconnesso se vale una delle sequenti condizioni equivalenti:
@ 3A, B C X aperti non vuoti tali che AUB =X e AN B = .
@ 3C,D C X chiusi non vuoti tali che CUD =X e CND = 0.
@) JA C X aperto e chiuso diverso da () e X.

Si ha (D<= @) passando ai complementari e ()<= @3)) perché se X = AUB e A e B sono
aperti disgiunti, allora sono anche chiusi m

Definizione 2.15.2. Ouviamente, se X non ¢ sconnesso["}, allora si dice connesso.
Proposizione 2.15.1. [0, 1], con l'usuale topologia Fuclidea, ¢ connesso.

Dimostrazione. Sia A C [0, 1] aperto, chiuso e non vuoto. Vogliamo mostrare che A = [0, 1].

Possiamo supporre 0 € A, a meno di sostituire A con [0,1] \ A (che, se 0 ¢ A, & ancora aperto, chiuso
e non vuoto). Sia ty = sup{t € [0,1]|[0,¢t] C A}. [0,0] = {0} C A, per cui il sup & preso su un insieme
non vuoto, percio € ben definito (e < 1 ovviamente). Mostriamo che ¢y ¢ un massimo. Per definizione

di sup, 3t,, € [0, 1] successione tale che lirf t, = to. Se dm tale che tz = to, allora abbiamo finito,
n—-—+0o0

altrimenti ¢,, < top Vn, dunque [0,t,] € A Vn. Di conseguenza (J[0,t,] = [0,%p) C A, da cui, poiché A
n

¢ chiuso, A = [0,ty9) = [0, to], percio effettivamente ¢y ¢ un massimo. Se to = 1, allora A = [0, 1].

D’altronde non puo essere ty < 1 perché altrimenti, essendo [
A aperto, Je > 0 tale che [tg,to + &) C A, ma allora H—\]—}] } - #l
. Cors. [
0.t + 2] S0t Ultoto+2) € A 0
e to non sarebbe il sup definito sopra 4 O

Definizione 2.15.3. C' C R" si dice convesso, se Vx,y € C eVt € [0,1]
tr+(1—t)yeC

(cioé se C' contiene due punti, contiene anche il segmento che li unisce).
I convessi di R si chiamano intervalli (ad esempio: [0,2],]0, 3], [5,+0),R,...).

Definizione 2.15.4. X topologico si dice connesso per archi, se, dati due punti qualsiasi p,q € X,
Fy:[0,1] — X cammino tale che v(0) = p e y(1) = ¢[7)

Teorema 2.15.2. X connesso per archi => X connesso.

Dimostrazione. Sia X connesso per archi.

Per assurdo, supponiamo X sconnesso, per cui X = AU B, con Ae B

aperti, non vuoti e disgiunti. Siano p € A e q € B.

Per ipotesi, 3y : [0,1] — X cammino tale che v(0) = p e (1) = q.

Ora, y~1(A) & un aperto di [0, 1] non vuoto, in quanto 0 € y~1(A) e,

allo stesso modo, v~ 1(B) & un aperto non vuoto in quanto 1 € y~1(B). Inoltre, poiché AUB = X e
ANB =0,y (A) Uy (B) =7 1(X) = [0,1] e 1 (4) Ny~ (B) =y }(AN B) = 0.

Per cui [0, 1] dovrebbe essere sconnesso, che ¢ assurdo per la Proposizione ]

Teorema 2.15.3. Sia f : X — Y continua:

@ Se X ¢ connesso, allora f(X), dotato della topologia di sottospazio di'Y', é connesso.

“TPoiché A= X\BeB=X\A.
48Cioe, ad esempio, se gli unici sottospazi di X sia aperti che chiusi sono 0 e X.
“Ricordiamoci che, per definizione, i cammini sono continui.
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@) Se X ¢ connesso per archi, allora f(X) é connesso per archi.

Dimostrazione. (I) Supponiamo per assurdo f(X) sconnesso e sia f(X) = AU B, con A, B aperti non
vuoti di f(X). f & continua = f & continua anche come mappa da X in f(X). Dunque f~1(A) e
f~Y(B) sono aperti di X, sono disgiunti perché

A AN (B) = (ANB)=f1(0) =10
ricoprono X perché AU B = f(X) e sono entrambi non vuoti perché
ANf(X)=A#0eBnNf(X)=B#1

assurdo perché X era connesso. /)
@) Siano p,q € f(X) e siano p/,¢' € X tali che p = f(p)
eq=f(d)

Per ipotesi, 3y : [0,1] — X cammino tale che v(0) =p’ e
~v(1) = ¢'. Il cammino fovy : [0,1] — f(X) & continuo (in
quanto composizione di funzioni continue), f o ~(0) = p
e for(l) =g

Connessi di R
Teorema 2.15.4. Dato A C R, sono fatti equivalenti:

@ A ¢é un intervallo (cioé A é convesso).

@ A ¢é connesso per archi.

@) A ¢é connesso.
Dimostrazione. (@:>@) Siano a,b € A tali che a < b. Per ipotesi, [a,b] C A, percid

v: [0,1] — R
t — (1—ta+tb

ha valori in A e fornisce quindi un cammino che congiunge a e b in A. Dunque A & connesso per
archi.

(@=@®) Sempre vero (gia dimostrato).

(@:> @) Sia A connesso. Per assurdo, se A non fosse un intervallo, esisterebbero a,b € Aec¢ A
tali che a < ¢ < b (cioe [a,b] € A). Dunque A = (AN (—o0,c)) U (AN (¢, +00)).

Per definizione di topologia di sottospazio, A N (—oo,c) e A N (¢, +00) sarebbero aperti di A, lo
ricoprirebbero (perché ¢ ¢ A), sarebbero non vuoti perché a € AN (—o0,c¢) e b € (¢, +00) e sarebbero
disgiunti, dunque A sarebbe sconnesso % O

Spazio connesso ma non connesso per archi

Lemma 2.15.5. Siano X topologico, Z C X sottospazio e

AC Z. Sia A7 la chiusura di A in Z (cioé la chiusura di A 2 X
A quando lo pensiamo come sottospazio di Z ), allora A7 =
ANZ, dove A ¢ la chiusura di A in X.

Dimostrazione. Sappiamo che A~ =“intersezione di tutti i chiusi di Z che contengono A” —>

7Z _
A= (1 D= () @nCo)=zZn () C=zZn4
D t.c. ACDCZ C t.c. ACC C t.c. ACC
D chiuso in Z C' chiuso in X C' chiuso in X
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La stessa cosa non vale per la parte interna: se X = Re A =2 = Q, allora A &
aperto in Z, dunque la parte interna di A come sottospazio di Z ¢ A stesso, cioe Q. Invece la parte
interna di Q in R & 0.

Altro esempio: se X = R%, Z = R x {0} e A = [-1,1] x {0}, allora la parte interna di A in Z &
(—1,1) x {0}, mentre int(A) in R% & ().

Lemma 2.15.6. Siano X topologico e Y,Z C X sottospazi tali che Z CY C Z. Se Z ¢ connesso,
allora anche Y lo e.

Dimostrazione. Sia A un sottoinsieme aperto, chiuso e non vuoto di Y. Per concludere basta vedere
che A = Y. Osserviamo che Z' = ZNY = Y, per cui Z e denso in Y, dunque, essendo A aperto e
non vuoto di Y, Z N A # (). Inoltre, per definizione di topologia di sottospazio, poiché A & aperto e
chiuso in Y, ZN A & aperto e chiuso in Z. Essendo non vuoto ed essendo Z connesso, necessariamente
ZNA=2Z, cioe Z CA. Dunque Y = z" C ar A = Y C A edunque Y = A, come voluto. [J

Corollario 2.15.7. Sia X topologico. Se Z C X ¢ connesso, allora anche Z ¢é connesso.
Dimostrazione. Basta porre Y = Z nel Lemma [2.15.6 ]

Sia ora Z = {(z,sin1) € R?| 2z >0} e Y = ZU {(0,0)}, osserviamo che:
1. Z & connesso, in quanto ¢ immagine del connesso (0, 4+00) tramite la funzione continua

g: (0,+00) R?

—
x —  (z,sin1)

N . . T 1 IERT 1 . NETIY, .
2. (0,0) € Z, ad esempio perché (0, 0): ngrfoo (m, 0) = ngrfoog(m), per cui (0,0) ¢ limite di una
successione a valori in Z e (0,0) € Z.

Percio Y = Z U {(0,0)} C Z e quindi & connesso per il Lemma [2.15.6
Proposizione 2.15.8. Lo spazio Y = Z U {(0,0)}, pur essendo connesso, non é connesso per archi.

Dimostrazione. Idea: non possiamo connettere ’origine ad alcun punto di Y, tutti i cammini continui
che partono da (0,0) sono costanti. Infatti, sia v : [0,1] — Y cammino tale che v(0) = (0,0).
Diciamo che v~ ! ((0, O)) e aperto e chiuso in [0, 1], il che implica che & tutto [0, 1], cioe che 7 & costante
(dunque Y non & connesso per archi). Il fatto che y~! ((O, 0)) sia chiuso € ovvio, perché & preimmagine
di un punto che ¢ chiuso (Y ¢ Ty). 1

Per vedere che 7_1((0,0)) sia aperto, si usa la specifica geometria z

di Y. Sia tp € [0,1] tale che y(ty) = (0,0). Poiché v & continuo,
Je > 0 tale che Vt € (tg—e,to+¢)N[0,1], |y(7(t))| < 3 (indichiamo -
con y(7(t)) Vordinata di y(t); poiché v & continua, la sua seconda
componente ¢ continua, per cui y(’y(to)) = 0, quindi, per continuita, ZSA“’)”
ly(v(1)] < % in un intorno di o).

Diciamo che Vt € (to —,t9+¢) N[0, 1] abbiamo ~(¢) = (0,0), da cui
la tesi.

Se cosl non fosse, esisterebbe t1 € (tg — e,tp + €) N [0,1] tale che
v(t1) = (a,b), con a > 0. Poiché v ¢ continua, anche x o7 (cio¢ la
sua proiezione sull’asse z) lo &; ora z(y(to)) =0, z(v(t1)) =a >0e

[to, t1] € connesso, per cui x(’y([to, tl])), dovendo essere un connesso Loe) < [bolt)), <[ /é)}]

di [0, 4+00) che contiene sia 0 sia a, contiene tutto [0, al.
Ora, 3n € N tale che ﬁ € (0,a) e dunque 3ty € [to, t1] tale che z(7(t2)) =

() 1 . 1 1 1
= ,sin = ,
2 g + 2nm %+12mr g + 2nm

Abbiamo cosi trovato ty € (tg — &,to +¢) N[0, 1] tale che y(y(t2)) =1 4 perché |y(v(t2))| < 3. O

5 )

/

Cod

50Perché A & chiuso in Y.

51Basta prendere n abbastanza grande.
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Esercizi IX settimana

Esercizio 37. Si mostri che la retta di Sorgenfrey (cioé R dotato della topologia generata dai sottoin-
siemi della forma [a,b), con a < b) é uno spazio normale (cioé Ty e T7) |?|

Dimostrazione. La topologia di Sorgenfrey ¢ piu fine di quella Euclidea, per cui e T7.
Vediamo che sia anche T}: siano C', D C R chiusi e disgiunti (Ovviamente per la topologia di Sorgenfrey,
che d’ora in poi sara sottintesa).

Cerchiamo A, B aperti taliche CC A, D C Be ANB =0. VAVGV“’“E‘%W"%VA—”“’_’

Poiché D & chiuso, R\ D & aperto, percio, dato ¢ € C g@ R\ D, esiste un aperto della base della
topologia che contiene ¢ ed ¢ contenuto in R\ D: c € [¢/,¢") CR\ D, con ¢ <c <.
In particolare, ¢ € [¢,”), con ¢ < ¢ e [¢,”) N D = (. Ora, ripetiamo questa costruzione Ve € C e

poniamo A = |J [¢,¢”). Per costruzione, C C A e A & aperto Procediamo analogamente per D:
ceC
Vd € D troviamo d” > d tale che [d,d”") N C = 0 e poniamo B = |J [d,d") che & aperto e contiene D.
deD
Dobbiamo verificare che A N B = (), cioe che Coclideg
c ¢l < c”
( Ule, c")> N < Ul d”)> =0 AR [ )
ceC deD [ > E )
Se non fosse cosi, 3c € C e d € D tali che [c,d")N[d,d") #0.  Coldd)es d" FARELE
In ciascuna delle quattro configurazioni possibili si giunge a y ” SN BT
C
un assurdo, in quanto [¢,¢”)ND =0 e [d,d”")NC = () mentre [ ) g )
ceCedeD.

aRRER i

Esercizio 39 (Parte dell’esercizio).
Sia T la topologia su R generata dagli aperti Euclidei e da R\ {% |n e N\ {0}}, allora T ¢ Ty in quanto
pit fine della topologia Euclidea ma non € Tj.

Dimostrazione. Prendiamo come chiusi C = {1 |n € N\ {0}} e D = {0}. Osserviamo che una base
della topologia 7 ¢ data da { A | A aperto Euclideo}U{A\C'| A aperto Euclideo}, in quanto intersezioni
finite di aperti Euclidei con R\ C' danno esattamente questi due tipi di insiemi. Usando questo fatto, si
vede che un qualsiasi aperto B tale che D C B (cioe 0 € B) contiene un insieme della forma (—¢,¢)\C.
Inoltre, non e difficile caratterizzare gli aperti che contengono C: se % < ¢, allora un tale aperto deve
contenere un insieme del tipo (1 — &, 1 +¢’) tale che (£ — &/, 1 +¢&') N ((—e,e) \ C) # 0, per cui
necessariamente A N B # (). O

52Questo da un esempio di spazio normale non metrizzabile, gia visto anche nell’Esempio . (Retta di Sorgenfrey).
BCnD=0.
54Unione di aperti.
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2.16 Componenti connesse e connesse per archi

Lemma 2.16.1. Siano X uno spazio topologico e Y; C X, coni € I, sottospazi connessi. Se [\ Y; # 0,
el
allora |J Y; € X ¢é connessa.
i€l
Dimostrazione. Fissiamo zg € () Y; (# 0 per ipotesi). Per verificare che |JY; ¢ connessa, conside-
iel icl
riamo A C |J Y; aperto e chiuso. A meno di passare al complementare ?°| di A in (J Y;, possiamo
il i€l
supporre che zy € A. Consideriamo ANY; C Y;, con i € I. Questo ¢ aperto e chiuso in Y;, ¢ non
vuoto (contiene xg) e Y; & connesso per ipotesi. Segue che ANY; =Y; Vie I = A= (J Y;. Questo
el
mostra che |J Y; € connessa. O
i€l
Definizione 2.16.1. Dato zo € X, la sua componente connessa in X (la denotiamo con C($0))
e il piu grande sottospazio connesso di X che contiene xg.

Proposizione 2.16.2. Questa definizione é ben posta.

Dimostrazione. Osserviamo che {zg} & connesso = A = {Y C X |Y connesso e zp € Y} # (). Sia
U= |J Y. Questo sottospazio di X & connesso per il Lemma [2.16.1} in quanto ogni ¥ € A ¢

YeA
connesso, e (| Y # 0 (contiene almeno x). Inoltre U contiene (per costruzione) qualsiasi connesso
YeA
che contenga xg. O

Proposizione 2.16.3. Se X ¢é uno spazio topologico e xg € X, allora C(xg) é un chiuso di X.

Dimostrazione. Visto che C(xg) & connesso, segue che (visto in precedenza) anche C(z() & connesso.

Dato che zg € C(xp) e C(x¢) ¢ il sottospazio connesso piu grande di X che contiene xg, segue che
C(x9) € C(xg), dunque C(xg) = C(x0) e cioe C(xp) & chiuso. O

Osservazione 56. {C(x)}zcx € una partizione di X, cioé

X = U C(x) e, se C(x)NC(y) #0, allora C(x) = C(y)

rzeX

Infatti, X = |J C(z) ¢ chiaro e, se C(z) N C(y) # 0, allora, dal Lemma [2.16.1}, C(z) UC(y) ¢
rzeX

C(z) = Clx) UC(y)
Cy) =C(z) UC(y)
Conseguenza: se X ha un numero finito di componenti connesse, segue che queste sono anche aperti
di X. Infatti, X \ C(x) = |J C(y) (¢ un chiuso perché unione finita di chiusi) = C(z) ¢ aperto.

y¢C(x)
Questo pero non succede sempre:

= C(z) = C(y).

connesso e quindi dobbiamo avere {

Esempio 39. Le componenti connesse di Q (visto come sottospazio di R) sono i singoletti, quindi non
sono aperte e non sono in numero finito.

Infatti, fissato ¢ € Q, sicuramente {q} & connesso. Supponiamo, per assurdo, che 3¢’ € Q tale che
q € C(q) e, senza perdita di generalita, supponiamo che ¢’ < ¢. Sia r € R\ Q tale che ¢ < r < gq.
Consideriamo U = (—oo,7) N Q e V = (r,400) N Q. Questi sono aperti e chiusi in Q: aperti in
quanto restrizione di aperti di R, chiusi in quanto ad esempio U = (—o0,7) N Q = (—o0,r] N Q E} I
sottoinsiemi UNC'(¢) e VNC(q) di C(q) sono entrambi aperti, chiusi e non vuoti, visto che ¢ € UNC(q)
eq€VNC(q). Questo da una contraddizione con il fatto che C(g) € connesso.

Definizione 2.16.2. Uno spazio topologico X si dice totalmente sconnesso, se C(z) = {z} Vx € X.

55Pure aperto e chiuso.
6Visto che r ¢ Q.
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Abbiamo visto che Q & totalmente sconnesso.
Facciamo la stessa cosa per la connessione per archi.
Diciamo che z,y € X sono equivalenti, e scriviamo = ~ y, se 3y : [0,1] — X cammino tale che
~7(0) =x e v(1) =y (“x e y sono collegati da un cammino”).
Questa e una relazione di equivalenza:

e r ~ x: usando il cammino costante in x;

esexr ~y =y~ x: sey:[0,]] — X ¢ tale che y(0) = = e y(1) = y, consideriamo
7001 — X

t — (-1

e 7(1) = ~(0) = x (“stesso cammino percorso al contrario”);

: ¢ un cammino (composizione di funzioni continue), ¥(0) = v(1) =y

esex~yeyn~z=—>x~ 2 siusa la giunzione dei due cammini daz ayeday a z.

Definizione 2.16.3. La componente connessa per archi (C.C.P.A.) di xo € X (la denotiamo
con A(xg)) € la classe di equivalenza di xq rispetto a questa relazione (cioeé il sottoinsieme di X dei
punti che possono essere collegati a xq tramite un cammino).

Osservazione 57. Le C.C.P.A. di X formano una partizione di X (chiaro per costruzione) e la
C.C.P.A. di xq ¢ il piu grande sottoinsieme connesso per archi di X che contiene xg.

In generale, le C.C.P.A. non sono né aperte né chiuse.

Esempio 40. X = {(x,sin%) !x > 0} U {(0,0)} C R? abbiamo visto che ¢ connesso ma non ¢é
connesso per archi. Effettivamente le C.C.P.A. sono

(0.0} { (pn )] 0} ]

1

{(0,0)} ¢ chiuso ma non aperto e {(z,sin 5)‘ x>0} ¢ aperto ma non chiuso.

Definizione 2.16.4. Uno spazio topologico X ¢é localmente connesso (rispettivamente, localmente
connesso per archi), se Vo € X esiste un S.F.I. di x costituito da intorni connessi (rispettivamente,
connessi per archi).

Esempio 41 (Pettine infinito). X = (Rx {0})U(QxR) CR? ¢
connesso per archi (quindi connesso), ma non é localmente connesso
(formalizzare per Esercizio).

Idea: gli intorni di un S.F.I. devono entrare dentro qualsiasi palla
aperta e (per i punti non sull’asse ), se ne prendiamo una che non
interseca l’asse z, non potremo avere un intorno connesso contenuto
dentro questa palla.

Proposizione 2.16.4. Se X ¢ localmente connesso per archi, allora le C.C.P.A. sono aperte e
coincidono con le componenti connesse.

Dimostrazione. Sia xg € X. Verifichiamo che A(zg) € un aperto, mostrando che & intorno di ogni suo

punto. Se x € A(xg), allora U intorno di x che & connesso per archi.

U C A(xy), infatti: se z € U, visto che U & connesso per archi, allora z ~ z e inoltre abbiamo = ~ xg,

dato che = € A(xg). Segue che z ~ g = z € A(xp). Dunque A(zp) € un intorno di x e A(xg) &

aperto. Da cio segue inoltre che A(zg) & anche chiuso, poiché X \ A(zg) = |J A(y) & unione di
y¢A(zo)

aperti. Mostriamo ora che A(zg) = C(xo).

(Nota: in questa parte useremo solo il fatto che A(x) & aperto (e chiuso) Vz € X.)

A(zg) & connesso per archi = A(zg) € connesso e contiene xg, quindi A(xg) C C(xg). Inoltre, visto
che A(xp) € aperto e chiuso in X, avremo che A(xg) N C(zg) C C(zo) ¢ aperto e chiuso.

E non vuoto perché contiene zg e, per connessione di C(xg), segue che A(xg) N C(xg) = C(xg), cioe
C(zp) € A(zp). Combinando le due inclusioni abbiamo la tesi. O

5TVisto che non pud essere collegato a nessun altro punto in X.
8E connesso per archi in quanto immagine di (0, 400) tramite la funzione continua x — (x, sin %)
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Corollario 2.16.5. Se X ¢ localmente connesso per archi e U C X & un aperto, allora U é connesso
se e solo se & connesso per archi.

Dimostrazione. Osserviamo che U & localmente connesso per archi: infatti, fissato x € U, vediamo
che gli intorni di x in U, che sono connessi per archi, formano un S.F.I.

Sia V' un intorno di « in U. Questo V & anche un intorno di « in X, quindi, visto che X e localmente
connesso per archi, abbiamo W intorno di z in X connesso per archi tale che W C V. Questo W C U
€ un intorno di x in U connesso per archie W C V.

Ora, se U & connesso per archi, allora & connesso (sempre vera) e inoltre U = C'(x() qualsiasi sia 29 € U.
Per la Proposizione visto che U & localmente connesso per archi, segue che C(z¢) = A(zo),
dunque otteniamo che U = A(zg) e quindi U & connesso per archi. ]

Cio si applica in particolare agli aperti di R™ (che & chiaramente localmente connesso per archi).
Esempio 42 (~Esercizio). e R\ {0} non é connesso;

o R™\ {0}, conn > 2, é connesso per archi;

o R"\ S, conn>2el|S| <|N|, éconnesso per archi.

Sketch della Dimostrazione. Siano x # y € R™\ S e li vogliamo collegare con un arco. Ci restringiamo
a un piano P che contiene x e y e li connettiamo con un arco contenuto in P.

Consideriamo ¢ = asse del segmento Ty e per z € £ il cammi- x<

no v, in disegno (giunzione di 2 segmenti). Osserviamo che
Imm~y, NImm~,, = {x,y}. Possiamo considerare

So = {s € §|3z € { tale che s € Imm~,} ‘,e

i.f

_—~ -

‘ ‘ So — 4
e definire la funzione 'unico z € ¢ tale
s che s € Imm~y,
Se per assurdo questa funzione fosse suriettiva, seguirebbe che [N| = |S| > |So| > |¢| = |R] 4 O

Conseguenza: R non & omeomorfo a R, con n > 2
Infatti, se per assurdo avessimo un omeomorfismo ¢ : R — R™, con n > 2, allora questo si restrin-
gerebbe a un omeomorfismo ¢y, . : R \ {0} — R™\ {¢(0)} e questo ¢ assurdo perché il dominio &

0
sconnesso mentre il codominio no @

Osservazione 58. Tutte le proprieta “topologiche” che stiamo studiando sono invarianti per omeo-
morfismo: se X eY sono omeomorfi, X ha una di queste proprieta se e solo se ce l'ha Y.

Proposizione 2.16.6. Se X e Y sono spazi topologici connessi, allora X XY é connesso.

Dimostrazione. Supponiamo di avere A, B C X X Y aperti, non vuoti e tali che AUB = X xY:
vogliamo mostrare che AN B # ().
Osserviamo che mx(A)Unx(B) = X (mx : X x Y — X proiezione):

(D) sia x € X e prendiamo yy € Y a caso, allora (x,yp) stain A oppure stain B .
—zenx (A) —zenx (B)

() ovvio.

Inoltre mx(A) e mx(B) sono aperti non vuoti = wx (A4) N7x(B) # (), per connessione di X EL
Fissiamo xg € mx(A)N7x(B) e consideriamo Y = {zp} xY C X xY (con la topologia di sottospazio).

9E anche vero che R™ non & omeomorfo a R™ se n # m, ma servono strumenti pitl avanzati.
501 ’essere connesso & invariante per omeomorfismo.
51Ge mx (A) N7x(B) = (), seguirebbe che sono anche chiusi, visto che sarebbero complementari.
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Siano A’ = ({zo} x Y)NA e B' = ({zo} x Y) N B. Sono due aperti, si ha A’UB’ = {zo} x Y e sono
non vuoti >4, Per connessione di Y, segue che A’ N B’ # () e quindi

(({xo}xY)ﬂA>ﬂ(({xg}xY)ﬁB) — ({mo} xY)N(ANB) £) = ANB £0

come volevamo dimostrare. O

Fatto 2.16.7 (~Esercizio). e Se X; sono spazi connessi, coni € I, allora [ X; é pure connesso.
el
e Se X eY sono connessi per archi, allora X XY é connesso per archi.
e Se X; sono spazi connessi per archi, con i € I, allora [[ X; é pure connesso per archi.
i€l
Dato uno spazio topologico X, definiamo

7o(X) = {componenti connesse per archi di X} = X/~

dove x ~ y se sono collegati da un cammino.

Se f: X — Y & una funzione continua, abbiamo una funzione di insiemi 7 (f) : mo(X) — mo(Y) e
X/N SN Y/N
@] — [f()]
in X, cioe 3y :[0,1] — X tale che y(0) =z e y(1) =y, allora f(z) ~ f(y) in Y tramite il cammino
f o). Inoltre:

la funzione indotta da f passando al quoziente (& ben definita, perché, se x ~ y

[ Wo(IdX) == Idwo(X)v

mo(f)

ese f: X —Yeg:Y — Z sono continue, allora my(X) mo(Y) BLION m0(Z) si ha

mo(gof)
mo(g) o mo(f) = molg o f) [

Si dice che mp & un funtore dalla categoria degli spazi topologici alla categoria degli insiemi

o - Top — Set
X — 7T0(X)
f: X —Y +— 7mo(f):m(X) — m(Y)

Conseguenza: se f: X — Y & un omeomorfismo, allora m(f) : mo(X) — m(Y") € una bigezione.
Infatti, se f~!: Y — X & 'inversa,

foft=Idy:Y —Y = m(f)om(f ") =mo(fof ") =mo(Idy) = Idy )

Stessa cosa, da f~'o f =1Idy : X — X, troviamo che mo(f 1) o mo(f) = Idy, (x)-
Da questo segue che mo(f) : mo(X) — mo(Y) & invertibile (e 'inversa & mo(f~1)).

Corollario 2.16.8. Se X e Y sono spazi topologici e |mo(X)| # |mo(Y)|, allora X e Y non sono
omeomorfi.

Osservazione 59. Ouuviamente non ¢é vero il viceversa! Se |mo(X)| = |mo(Y)|, non é detto che X e Y
siano omeomorfi: ad esempio, se prendiamo X =N CR eY =Q CR con la topologia di sottospazio,
sono entrambi totalmente sconnessi e |mo(X)| = |mo(Y)| = IN|, ma X e Y non sono omeomorfi @

% Infatti, se A’ = (), seguirebbe che ({zo} x Y) N A = () e quindi o ¢ mx(A), che contraddirebbe la scelta di .
*Se [z] € mo(X), allora mo(g 0 f)[z] =| [(g0 f)(@)] |, mo(f)[z] = [f(2)] e mo(9)[f ()] =| [9(f(2))] |

54Q non ha la topologia discreta!
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2.17 Compattezza

Definizione 2.17.1. X topologico si dice compatto, se ogni ricoprimento aperto % = {U,}tier
ammette un sottoricoprimento finito E]

Esempio 43. R" non é compatto.

Infatti, fissato g € R™, {B(x0,n)}nen € un ricoprimento aperto, ma non ammette un sottorico-
primento finito.

Osservazione 60. Se (X,d) é uno spazio metrico e (X, 74) é compatto, allora d é limitata @

Infatti, fissato ¢ € X, il ricoprimento aperto { B(zg, n)}n,en ammette un sottoricoprimento finito,
quindi 3N € N tale che B(zg, N) = X, cio¢ d(zp,x) < N Vz € X.
Segue che d(z,y) < d(z,zo) + d(xo,y) < 2N Vz,y € X.

Osservazione 61. Non vale il viceversa, cioé non é detto che, se d é limitata, allora (X, 74) é compatto
(abbiamo visto tempo fa che qualsiasi distanza é topologicamente equivalente a una distanza limitata).

Esempio 44. Se X ¢é uno spazio topologico finito, allora é compatto.
Infatti, basta prendere un aperto per ciascun punto.

Proposizione 2.17.1. Lo spazio [0,1] é compatto.

Dimostrazione. Sia % = {U,}ic; un ricoprimento aperto di [0, 1].

Sia A = {t €[0,1]][0,¢] € J U; per qualche J C I finito}: vogliamo mostrare che 1 € A.
ieJ

e 0 € A (perché % ¢ un ricoprimento) e A # {0}: infatti, Jig € I tale che 0 € U, e, dato che U,
¢ aperto, 3¢ > 0 tale che [0,¢) C Uj,. Osserviamo che [0,5] € [0,¢) C U;, = § € A.

e A & un intervallo, cioe se a € A, allora [0,a] C A: se 0 < a’ < a, allora [0,d'] C [0, a] e dunque
a’ € A, visto che [0, a] puo essere coperto da un numero finito di Uj.

e Sia s = sup A. Osserviamo che [0,s) C A: infatti, se 0 < a < s, allora, per definizione di sup,
Jda’ € A tale che a < a’ < s. Visto che A & un intervallo, abbiamo a € [0,a'] C A = a € A.

e 5 € A: infatti, visto che % ¢ un ricoprimento, Jig € I tale che s € Uj,.

Dato che U;, € aperto, 3¢ > 0 tale che (s —¢,s 4+ ¢) C Uj,. 4 [
Ora osserviamo che, per quanto visto, s — 5 € A, quindi 3J C I finito tale -['—h@rf—%'—ﬁ"
che [O,S—%] cC yu. ) %

i€J s-{

Aggiungendo U;, a questa famiglia finita (se non c’¢ gia), otteniamo che

[0,s] C (UUi>UUi0:>s€A

icJ

e s = 1: infatti, se per assurdo s # 1, il ragionamento appena fatto mostra che de > 0 tale che
5+ 5 € A e questo contraddice il fatto che s = sup A.

O

Teorema 2.17.2. Sia f: X — Y continua. Se X é compatto, allora f(X) é compatto.

‘Slogcm: “Funzioni continue portano compatti in compatti”

85Cioe 3J C I finito tale che Uu;,=X.
i€J

56Cioe IR > 0 tale che d(z,y) < R Va,y € X.
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Dimostrazione. Sia % = {U,}ier un ricoprimento aperto di f(X). Poiché f: X — f(X) ¢ continua,
f~HU;) & aperto in X Vi € I. Inoltre

Urtw Zf_l(UUl) — X)) = X

icl iel
per cui {fﬁl(Ui)}iGI ¢ un ricoprimento aperto di X. Per compattezza di X, 3J C I fissato tale
che X = U /(7). Abbiamo £(X) = f(U f'U) = U £(£~'(U) 57U U; percid abbiamo
icJ icJ ieJ

=
trovato il sottoricoprimento finito di f(X) cercato.

Corollario 2.17.3. Se X e Y sono omeomorfi, X ¢ compatto <= Y ¢& compaito.
Osservazione 62. Visto che la compattezza é invariante per omeomorfismo, abbiamo che
e [a,b] CR, con a <b, sono compatti, perché sono omeomorfi a [0,1].

e (—1,1) CR non é compatto, ad esempio in quanto omeomorfo a R tramite la funzione

f: (-1L,1) — R
T — tan(%‘x)

Segue che (a,b), con a < b, non sono compatti, perché sono omeomorfi a (—1,1).

e [0,1) non é compatto, perché é omeomorfo a [0,+00) (tramite la f sopra), quindi anche [a,b) e
(a,b], con a < b, non sono compatti.

Definizione 2.17.2. Diciamo che una famiglia di sottoinsiemi {Y;}ier di un insieme X ha la pro-
prieta dell’intersezione finita, se VJ C I finito fissato si ha (| Y; # 0.
i€
Esempio 45. X =R e Y; = [i,+00), con i € N:
{Y;}ien ha la proprieta dell’intersezione finita, pero () Y; = 0.
€N
Esempio 46. X =R e Y, = (0,%), conn€Nen>1:

{Y, }nen ha la proprieta dell’intersezione finita, ma () Y, =0.
neN\{0}

Teorema 2.17.4. Sia X topologico. X é compatto <= V{C;}icr famiglia di chiusi che goda della

proprieta dell’intersezione finita si ha (| C; # 0.
i€l

Dimostrazione. (:>) Sia {C; }ier che gode della proprieta dell’intersezione finita, con C; chiuso Vi € I.

Per assurdo, supponiamo () C; = ). Posto A; = X \ C}, si ha che A; & aperto e, poiché (| C; = 0,
iel iel

J A; = X. Per compattezza, 3A;,,..., A; taliche X = A;; U---UA;,_ , maalloraC;,N---NC;, =0,

el

contro l'ipotesi.

(<:) Analogamente, supponendo che valga la proprieta data nell’enunciato e preso un ricoprimen-

to aperto {A;}icr, consideriamo C; = X \ A; Vi € I. Se il ricoprimento aperto non ammette
sottoricoprimenti finiti, allora () C; # (), contro il fatto che gli A; ricoprono X. O
el

Corollario 2.17.5. Se X é compatto e Cy,, con n € N, é una successione di chiusi non vuoti di X

tali che Cpi1 C Cp Yn €N, allora () Cp # 0.
neN

(Abbiamo visto sopra, con gli esempi di ¥; = [i,4+00) e Y, = (O, %), che sia la compattezza di X
che la chiusura dei C,, sono fondamentali affinché valga il Corollario [2.17.5])

5"Vero in quanto U; C f(X), per cui f(ffl(Ui)) =U;.
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Esercizi X settimana

Esercizio 40. Per i sequenti spazi, si dica se X; sia omeomorfo a X; al variare dii,j =1,2,3,4.
Xi={(z,y) eR? |2 +y* <1}, Xo={(z,y) e R?|[x| +[y| <2},
X3 =[0,1], X, =1[0,1).

(Suggerimento: puo essere utile verificare per quali Q € X; si ha X; \ {Q} connesso.)

D) e — —

X, <2 <5 <.
Fatto 2.17.6. Dati X,Y omeomorfi, X é connesso <= Y ¢ connesso @ Inoltre, come gia detto,

se f X — Y ¢ un omeomorfismo e Z C X, allora f, : Z — f(Z) ¢ un omeomorfismo (lo
applicheremo al caso Z = X \ {P}).

Dimostrazione. (Esercizio [40) (I) X; é omeomorfo a Xs.
Come si scrive un omeomorfismo f : X7 — X357

: Wt ) : : >(| ("/7) ><Z
Costruiamo f “riscalando” opportunamente i segmenti
uscenti dall’origine. Dato (xo,y0) € X1, vogliamo ca-
pire chi sia il punto finale del segmento tra O = f(O) Olsy)

e f(xzo,y0). Supponiamo, senza perdita di generalita,
zg > 0 e yg > 0; cerchiamo il punto di intersezione tra la : o)
semiretta (tzg, tyo), con t € [0,400), e la retta x +y = 2
(che contiene il bordo del rombo nel primo quadrante):

(éknl {‘Yc), ée&’,ahso)

otteniamo txg + tyg = 2, cioe t = zoiyo’ dunque
Q=—"—(z0.0) Crigee
= ——\X =
Zo + %o 05 Y0 7
Percio, riscalando linearmente il segmento uscente da O in X; su quello in X5y, si ha

beve)

L

Ky >

@P EX
(0]

2\/ x5 + yg

o + Yo

Dunque

f(wo,90) = (70, %0)

90 - /242
dove J8 = 0Q = 5250, yo)l| = =¥

¢ il fattore di riscala.

- OP z0+Yo ; . TotYo . .
Ragionando analogamente sugli altri quadranti, otteniamo
0 se (20,y0) = (0,0)
f(@o,90) = | 2y/a242

ERER (x0,y0) altrimenti

580vvio: funzioni continue portano connessi in connessi.
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Per costruzione e bigettiva.
Dobbiamo vedere che sia continua: lo facciamo “all’antica”’, cioé osservando che f & continua su

/2 2 /2 2

X1\ {O} (perché le sue componenti 27;()'1?;'% e Qﬁioli?;gfo sono continue su X; \ {O}) ed & continua

anche in O, ad esempio, perché Vo, 8 € R y/a? 4+ 32 < |a|+ |8] (basta confrontare i quadrati) per cui,
\/x3+y8 .

se (zo,y0) # (0,0), allora <1, da cui

|[zol+]yol —

2¢/x8 + yd N
(@0, y0)|| = 2 = (o, vo)ll <2 [[(zo, o)l
‘ lzo| + [yol |[zo| + [yol
—_————
1

Dunque £(0) = 0 e VP € X, \ {0}, [|/(P)]| < 2-|IP|.

Questo mostra che Ve > 0 f(B(0,5)) € B(0,¢) e dunque f & continua anche in O.

Resta da vedere che anche f~! sia continua. Si puo fare in due modi: sfruttando un teorema che
faremo tra poco @ oppure osservando che

O se (zo0,40) = (0,0)
F (@0, y0) = < Jzol+lvol

2¢/x2+y2

e ragionando come sopra (separando la continuita fuori da O e in O).

(2 X1 non é omeomorfo a Xs.

In X3, ad esempio, il punto i sconnette, cioe X3 \ {%} = [0 L

(zo,y0) altrimenti

5 ,5) U (%,1] ¢ sconnesso (non € un
intervallo!). Dunque 3P € X3 tale che X3\ {P} ¢ sconnesso. Se 3f : X3 — X; omeomorfismo, allora
X3\ {P} sarebbe omeomorfo a f(X3\ {P}) = f(X3)\ f({P}) = X1\ {Q}, ciot IQ € X, tale che
X1\ {Q} & sconnesso, ma V@ € X; X7 \ {Q} ¢ connesso per archi e dunque connesso

3 X1 non é omeomorfo a Xy.
Si mostra analogamente al (2).

@ X3 non é omeomorfo a Xy.
Osserviamo che, dato f : X3 — X4 omeomorfismo, X3\ { P} & connesso <= X4\ { f (P)} & connesso,
in quanto X3\ {P} e X4\ {f(P)} sono omeomorfi. Dunque f si restringe a una bigezione tra i punti
che non sconnettono X3 e quelli che non sconnettono X4, ma i punti che non sconnettono X3 sono
{0} e {1} E mentre 'unico punto che non sconnette Xy ¢ {0}. Percio X3 non ¢ omeomorfo a Xy.
Saremmo potuti arrivare alla stessa conclusione osservando che X3 € compatto mentre X4 non lo e
(vedasi sotto). O

Esercizio 41. () Si mostri che S' non ¢ omeomorfo ad alcun sottoinsieme di R.

Dimostrazione. (4.) Supponiamo che, per assurdo, 3A C R tale che A = S!, percio, essendo in
bigezione con S!, A conterrebbe infiniti punti. In particolare 3z, x9, 23 € A tali che z1 < zo < x3,
ma allora A\ {z2} = (AN (—00,z2)) U (AN (22, +00)) fornirebbe una partizione di A\ {z2} in aperti
non vuoti E, per cui A\ {x3} sarebbe sconnesso. Essendo A omeomorfo a S', A\ {xs} sarebbe
omeomorfo a S'\ { P} per qualche P € S', ma S\ {P} = R che & connesso, dunque A\ {x5} dovrebbe
essere anche connesso 4 ]

698e X, & compatto e X & Th, allora f € chiusa e quindi f_1 & continua.

Se ||Q|| = 1, allora X7 \ {Q} & addirittura convesso, per cui due suoi punti sono connessi dal segmento che li unisce;
altrimenti, dati Q’, Q" € X1 \ {Q}, troviamo comunque un arco in X; che li connette evitando Q.

"' Ricordiamo che i connessi di R sono tutti e soli gli intervalli.

"Come minimo, 1 € AN (—o00,z2) e 3 € AN (2, +00).
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2.18 Sottospazi

Osservazione 63. Y C X ¢ compatto <= V{U, }ier famiglia di aperti di X tale che Y C |J Uj,
i€l
3J C I finito tale che Y C |J U;.
i€J
(Discende immediatamente dalla definizione di compatto e di aperto nella topologia di sottospazio.)

Osservazione 64. [0,1] é compatto ma (i, %) C [0,1] non lo é, dunque i sottospazi di un compatto,

i generale, non sono compatti.

Teorema 2.18.1. Sia X compatto. Se C' C X é chiuso, allora C' é compatto.

‘Slogcm: “Chiuso in un compatto e compatto”

Dimostrazione. Sia {U,};cr una famiglia di aperti di X tale che C C |J U;.
el
Aggiungendo V = X'\ C aperto, otteniamo il ricoprimento {U; };c;U{V } aperto di X (& un ricoprimento
perché gli U; coprono C' e V copre tutto il resto). Per compattezza di X, 3J C [ finito tale che
X=UUuV|? maVnNC =, dunque C C |J U;. Dunque C & compatto. O
icJ icd

Domanda: se X e topologico e K C X e compatto, allora K e necessariamente chiuso?
Risposta: in generale no. Ad esempio, se X contiene almeno 2 punti e ha la topologia indiscreta,
allora ogni suo sottospazio ¢ compatto, ma nessun sottospazio (eccetto () e X) ¢ chiuso.
Esempio meno banale: N con la topologia cofinita.
Anche qui, ogni A C N & compatto: A = () & ovvio; altrimenti, se A = |J U;, con U; aperti Vi € I, allora

1€l

Jig tale che ANU;, # (). Per definizione di topologia cofinita, [N\ U;,| < 400, percid |[A\ U;,| < 400,
per cui A\U;, = {a1,...,ax}. Vj=1,...,k Jij € I tale che a; € U, EL dunque A C U;,UU;, U- - -UU;, ,
ma, ad esempio, A = {n € N|n & pari} non & chiuso.

"V pud esserci o non esserci.
"Perché gli U; ricoprono A.
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2.19 Proiezione stereografica
Definizione 2.19.1. La sfera n-dimensionale S C R"™! ¢ §" = {z € R""! : ||z|| = 1}.

Ad esempio, S! ¢ la circonferenza in R? e S? ¢ la superficie sferica usuale in R3.

Notazione: poniamo N = (0,...,0,1) € S™ e lo chiamiamo Polo Nord.
Definizione 2.19.2. La proiezione stereogra- N
fica é la mappa 7 : S™\ {N} — R™ che asso- ) 3 ;
cia ad ogni P € S™\ {N} il punto di intersezione . fPle PV 1 ,,o;{_oz}\
tra la retta passante per N e per P e l’iperpiano ' T \
R™ x {0} C R™!, che viene identificato con R™. i

Verifichiamo che ¢ ben definita e continua: sia P = (x1,...,Zpn, Tnt1) = (T, Tny1)-

La retta passante per N e per P ¢ parametrizzata da ¢ :t — tP + (1 —t)N, con t € R, cioe

ot — T, xny1) + (1 —1)(0,...,0,1) = (T, txpe1 + 1 — 1)

ot) eR" x {0} <= trp1+1—-t=0<=tlzpy1 —1)=—-1l<=t=—"—
I —2Zpt1

(notiamo che x,41 # 1, perché 'unico punto di S™ con l'ultima coordinata uguale a 1 & proprio N
che abbiamo escluso dal dominio).
Percio m(P) = (tT,txp41 +1—1), con t = ﬁlnﬂ’
Identificando R™ x {0} con R™, otteniamo infine

I In
W($1,...,xn,$n+1): _ .,

) *
1 —2pp 1 —zpt1

ciot m(P) = (—%—,0).

1—zpy1?

le cui componenti sono continue e percio ¢ continua.
Teorema 2.19.1. 7: 8"\ {N} — R" é un omeomorfismo.

Dimostrazione. Basta costruire un’inversa continua e, a tale scopo, ¢ sufficiente invertire la costruzione
vista sopra. Dato z = (x1,...,2,) € R" = R" x {0}, prendiamo la retta che connette (x,0) con N e la
intersechiamo con S™ per ottenere g(x) € S™\{N}.
Per costruzione, g € l'inversa di .

Per vedere che g € continua, servirebbe un calcolo:
come prima, la retta cercata ¢ parametrizzata da
p:t— (1 —t)N +t(x,0) = (tx,1 —t). Vogliamo
imporre ||o(t)]| = 1, cioe |[tz]|> + (1 —t)? = 1 <=
2z +1 -2t +t2 =1 <= t3(1+ ||z||*) — 2t = 0 <= t = 0 (soluzione che corrisponde al Polo Nord)
oppure t = ﬁ (che corrisponde al punto che ci interessa).

AN 2 2 2 z||2—1 N . .
Percio g(z) = (HH:’;”Q, 1-— 1+le|2) = (ﬁ’ Hw”ﬁ) che & chiaramente continua. O

Osservazione 65. VP, P’ € S™ 3f : S — S™ omeomorfismo tale che f(P) = P’ (si dice che S™ ¢é
omogenea,).

Infatti, dall’algebra lineare, sappiamo che, dati P, P’ € S™, 3A € O(n + 1) tale che A- P = P'.
A & un omeomorfismo di R"*! che si restringe a un omeomorfismo di S™, da cui la tesi.

Osservazione 66. VP € S™ S™\ {P} =2 R" (sono omeomorfi).

Infatti, per 'Osservazione S"\{P} = S™\{N} in quanto un omeomorfismo di S™ che porta
P in N si restringe a un omeomorfismo tra S™\ {P} e S™\ {N}, ma S™\ {N} = R" per quanto visto.

Abbiamo visto che un sottospazio compatto non & necessariamente chiuso (topologia indiscreta,
cofinita,. .. ), vale pero il seguente
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Teorema 2.19.2. Se X ¢ Ty e Y C X ¢é compatto, allora'Y é chiuso.

Dimostrazione. Vogliamo vedere che X \ Y & aperto, cioe¢ ¢ intorno di ogni suo punto: sia P € X \ Y.
Poiché X ¢ Ty, Vy € Y JU,, W, aperti di X tali che y € Uy,

\)/7,/
PeW,eU,NW, =0. Ovviamente Y C |J U, e, per Uy eI
v (P
Y

compattezza, abbiamo allora che esistono y1,...,y, tali che

YCU,U---UU,,. Sia W =W, Nn---NW,, lintersezione

dei corrispondenti intorni di P, allora W ¢ un aperto che contiene P, in quanto intersezione finita di
aperti che contengono P. Inoltre,

WNY CWnNUy, U---UU,,)=WnNUy,)U---UWnUy,,) =0
in quanto WnNU,, CW, NU,, =0Vj=1,...,n. O]
La dimostrazione appena fatta ci fornisce anche la seguente
Proposizione 2.19.3. Se X ¢ compatto e Ty, allora X é regolare (cioé Ty e T3).

Dimostrazione. X ¢ Ty, perché ¢ T, dunque basta verificare che sia T3.

Siano Y C X un chiuso e P € X \ Y. Come nella dimostrazione precedente, possiamo costruire un
aperto Uy, U---UU,, che contenga Y ed un aperto W,, N---NW,, che contenga P disgiunti. Bisogna
usare che, essendo chiuso in un compatto, ¥ & compatto (Teorema . O

In realta vale di pit:
Teorema 2.19.4. Se X ¢ compatto e Ty, allora X ¢é normale (cioe Ty e Ty).

Dimostrazione. X e Ty, perché e Ty, percio basta verificare che sia Ty: siano Y7, Y5 chiusi di X.

Poiché X ¢ T3 (Proposizione [2.19.3), Vy € V3 L v \/Z "

3U,, Wy aperti tali che y € Uy, Yo € Wy e U,NnW, = 0. d Uy i

Poiché Y1 C |J U, ed ¢ compatto, Jyi,...,y, € V1 w @
yey U(/\//

tali che Y1 C U, U---UU,,.
Poniamo U =U,, U---UU,, e W =W, N---NW,, . Per costruzione, Y1 C U, Yo C W, U e W sono
aperti[®)e UNW = (Uy, U---UU,, )N (Wy, N---NW,, ) = 0, in quanto U, "W, =0 Vj=1,...,n. O

"Sono rispettivamente unione e intersezione finita di aperti.
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2.20 Compattezza dei prodotti

Lemma 2.20.1. Se £ ¢ una base della topologia di uno spazio Z e da ogni ricoprimento di Z con
aperti di B ¢é possibile estrarre un sottoricoprimento finito, allora Z € compatto.

Dimostrazione. Sia % = {U;};c; un ricoprimento generico di Z.
Per definizione di base, Vi € I U; = U B, dove %; C 4.

BE®; i
Dunque Q = |J %; ¢ un ricoprimento di Z con aperti di 4. ‘LV“’t

i€l ®
Per ipotesi, 3B1,..., By € |J %; tali che Z = By U---U By. -
el
Se BjE%ij,sihaBjQUij,percuiZ:Ui1U-~UUike V) Ug
[

abbiamo cosi trovato il sottoricoprimento finito di % cercato.

Osservazione 67. L’enunciato del Lemma |2.20. 1| dice che possiamo controllare la compattezza su
una base. 1l fatto che lo possiamo controllare su una prebase é vero (assumendo I’Assioma della
scelta), ma é molto piu delicato e si chiama Teorema di Alexander.

Teorema 2.20.2. Se X e Y sono spazi compatti, allora X XY ¢é compatto.

Dimostrazione. Per il Lemma [2.20.1] basta dimostrare che, dato un qualsiasi ricoprimento di X x Y
con aperti della base standard, da esso possiamo estrarre un sottoricoprimento finito.
Sia % = {U; x V;}ier un tale ricoprimento, dove, Vi € I, U; &
aperto in X e V; e apertoin Y. Vzg € X {zo} xY C X xY
e omeomorfo a Y ed & percio compatto. Dunque 3I,, C I
finito tale che {zo} x Y C |J (U; x V).
i€ly,

Possiamo anche supporre z¢ € U; Vi € I, altrimenti (U; x

N ({zo} xY) =0 e possiamo semplicemente togliere U; x
V;. Essendo intersezione finita di aperti che contengono x,
I'insieme Uz, = () U; ¢ un aperto di X che contiene xo.

i€l
U,, € l'intersezione delle proiezioni su X degli U; x V;, con
i € I,. Per costruzione, U, xY C |J (U; x V;). Ripetendo
i€l

la costruzione Vx € X, otteniamo I, C [ finito e U, C X

aperto che contiene x tali che U, x Y C |J (U; x V;). i
icl, J'j
Ora, {Uy}rex € un ricoprimento aperto di X per cui, per

compattezza, X C U Us,, percio ==

=1 L~

XxY C <UU2,].> XY = U Uy, xY) C ( U U.xm)> Vo YT tna
j=1 j=1 =1 Niely, o M %,ﬁ Ly
welll) o oles ank

da cui la tesi. O

Teorema 2.20.3 (Heine-Borel). Y C R" é compatto <= Y ¢é chiuso e limitato.

Dimostrazione. (2) Se Y e compatto, allora, essendo la sua topologia indotta dalla metrica di R”,
¢ limitato come spazio metrico (vedasi Osservazione , cioe ¢ limitato in R™. Inoltre, poiché R" &
T5, deve anche essere chiuso (vedasi Teorema .

(<:) Se Y ¢ limitato, allora 3R > 0 tale che Y C [-R, R|" C R". Ora, [-R, R]" & compatto, in
quanto [—R,R] = [0,1] & compatto e un prodotto finito di compatti & compatto @ Y chiuso in
R™ = Y chiuso in [—R, R]", ma un chiuso in un compatto ¢ compatto, dunque Y & compatto. O

"6Segue banalmente per induzione dal caso con due fattori.
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Teorema 2.20.4. Se X ¢é uno spazio topologico compatto e f : X — R é continua, allora f ha
massimo e minimo.

Dimostrazione. Visto che X & compatto e f ¢ continua, segue che f(X) C R ¢ compatto, quindi &
chiuso e limitato. Limitato = m =inf f € R, M = sup f € R. Chiuso = m, M € f(X) m O

Corollario 2.20.5. Tutte le norme su R™ (piu in generale su uno spazio vettoriale reale V' con
dimr V' < 4+00) inducono la stessa topologia.

(Una norma || - || su R™ induce una distanza d definita da d(z,y) = ||z — y||. Stiamo dicendo che se
Il-1l1 el |2 sono norme e inducono dy e da, allora di e da sono topologicamente equivalenti.)
Sketch della Dimostrazione. Basta confrontare una norma qualsiasi || - || con la norma Euclidea || - || g

e mostrare che 3k, ko € Ry tali che Vo € R™
killzlle < 2| < keflzfle (2.1)

(poi segue kidp(z,y) < d(z,y) < kodp(z,y) Vz,y € R" e dunque d e dg sono topologicamente
equivalenti). La disuguaglianza (2.1)) (se ||z||z # 0) € equivalente a

ol _ 1
lellz ~ Tells

i
[Ed1p>

e eS" = {veR": |jv]|p =1}
[Edib

< k9, con

ol = H

Osserviamo che S"~' & un compatto, visto che & limitato e chiuso [¥] Possiamo quindi dire che
|- ]| : S~ — R<g, essendo una funzione continua, ammette massimo e minimo. O

Osservazione 68. Non ¢ vero che, se V' ha dimensione infinita, allora tutte le norme sono topologi-
camente equivalenti (esempi foglio di esercizi).

Teorema 2.20.6. Se X ¢é compatto, Y e¢Tr e f: X — Y ¢ continua, allora f & chiusa.

Dimostrazione. Prendiamo C' C X chiuso e verifichiamo che f(C') C Y sia chiuso.
Visto che C' ¢ un chiuso di un compatto, ¢ compatto. Essendo un compatto di uno spazio Ts, f(C) ¢
chiuso in Y, cioe quello che volevamo. O

Conseguenza: nelle ipotesi del Teorema se sappiamo anche che f ¢ biunivoca, allora
possiamo concludere che ¢ un omeomorfismo.
f: 001 — St
t  +—— (cos2mt,sin2nt)
continua e biunivoca (il dominio non ¢ compatto!).

Non-esempio: non ¢ un omeomorfismo (gia visto) pur essendo

""Ad esempio prendendo una successione f(zy) tale che |f(zn) — M| < L ecc...
"™ Ad esempio ¢ preimmagine di 1 tramite f(z1,...,2n) = x5 +--- + 22.
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2.21 Compattificazione di Alexandroff (o a un punto)

Idea: Dato uno spazio X, lo rendiamo compatto aggiungendogli un punto.
Dato X ¢ uno spazio topologico, consideriamo X = X U{oco} (dove oo & un elemento tale che co ¢ X)
e lo dotiamo della seguente topologia: A C X & aperto se:

e co¢ Ae A e aperto di X;
e 0o € Ae X \ A ¢ chiuso e compatto di X.

Teorema 2.21.1. (1) Questo definisce effettivamente una topologia su X.
@ i: X — X ¢ un’immersione topologica aperta.
@ X ¢ compatto.

Dimostrazione. (1) E una facile verifica (per Esercizio).
2) Vediamo che i & continua: dato A C X, vogliamo vedere che i~}(A4) C X & aperto:

e se 0o ¢ A, allora, per definizione, i~1(A4) & un aperto di X;

e se 0o € A, allorai '(A) =X\ (X\A) che & quindi aperto.

chiuso e

cpt di X
Inoltre, 7 € chiaramente iniettiva ed € aperta per costruzione @ Dunque 7 ¢ un’immersione aperta.
@) Sia {A;}ier un ricoprimento aperto di X. Sia ig € I tale che co € A;,, allora X \ A;, = i(K), dove
K C X & compatto e chiuso.
Visto che i(K) & compatto, 3J C I finito tale che i(K) C |J 4;, dunque X = A;, U ( U Ai> e

icJ i€J

abbiamo trovato un sottoricoprimento finito. O
Esempio 47. Rn = S™, dove oo corrisponde al Polo Nord U
(N) ei : R" «— R® = S™ ¢ linversa della proiezione
stereografica (da formalizzare).

Domanda: cosa succede se X & gia compatto?

Se B C X ¢ aperto, allora, per definizione, i(B) C X U {co} ¢ aperto: oo ¢ i(B).

96



2.22 Compattezza in spazi metrici

Definizione 2.22.1. Uno spazio topologico X si dice sequenzialmente compatto (o compatto per
successioni), se ogni successione {x,} C X ammette una sottosuccessione {y, }reN convergente.

Proposizione 2.22.1. Se X ¢é I-numerabile ed ¢ compatto, allora X é sequenzialmente compatto.

Dimostrazione. Sia {z,} C X una successione: vogliamo estrarre una sottosuccessione convergente.
Per m € N, poniamo C,, = {z, |n >m} C X. Questi C), sono chiusi, vale Cp,4+1 C Cp, e Cp, £ 0

Vm € N. Per compattezza di X, concludiamo che () C,, # (. Fissiamo T € [\ C, e vogliamo
meN meN
costruire z,, che converga a z. Visto che X e I-numerabile, possiamo trovare un S.F.I. di Z numerabile

{Uk }ken. Possiamo anche supporre che U1 C Uy, Vk € N (gia visto). Costruiamo zj, ricorsivamente:

e visto che T € Cy = {xn}nen € Up € I(Z), abbiamo che Uy N {z} nen # 0, quindi scegliamo
no € N tale che x,, € Up.

e se abbiamo gia ng < n; < --- < ny € N tali che z,, € U; Vi =0,...,k, visto che Upy; € I(T) e
Z € Cpy,, = {xn|n > ngq1}, concludiamo che U1 N {zy |0 > npy1} # 0 e scegliamo zy,,,, in
questa intersezione. Quindi zy, , € Ugy1.

Questo definisce ricorsivamente x,,, .

Ora verifichiamo che z,, — 7, il che conclude la dimostrazione: sia U € I(Z).

Dobbiamo vedere che x,, € U definitivamente. Visto che {Ug}ren € un S.F.I., 3kg € N tale che
Uk, € U, ma allora per k > ko, per costruzione, abbiamo x,, € Uy C U, C U e abbiamo finito. = [

Fatto 2.22.2. ] viceversa non e vero.
Proposizione 2.22.3. Se X ¢ II-numerabile, allora X é compatto <= X é sequenzialmente compatto.

Dimostrazione. (2) Visto che II-numerabile = I-numerabile, la Proposizione conclude.
(<:) Per assurdo, sia % = {U;}ier un ricoprimento aperto di X che non abbia sottoricoprimenti
finiti e costruiamo una successione senza sottosuccessioni convergenti.
Claim: % ha un sottoricoprimento numerabile.
Sia B = { By, }nen una base numerabile di X e scriviamo U; = |J By, con J; C N.
neJd;

Consideriamo J = |J J; € N. Visto che {U;};c; € un ricoprimento di X, pure {B,},cs € un ricopri-

1€l
mento (aperto) di X.
Ora scegliamo, per n € J, un indice i(n) € J tale che B, C Uy, e abbiamo che {Ujx)}tnes ©
un ricoprimento di X al pitt numerabile. Nella dimostrazione possiamo anche dire che J non ¢ fi-
nito, perché stiamo supponendo che % non abbia sottoricoprimenti finiti. Costruiamo {z,} C X
in questo modo: per n € N, scegliamo z, € X \ (Ui(O) U---u Ui(n)) # m Diciamo che questa
{z,,} non ha sottosuccessioni convergenti. Se, per assurdo, avessimo z,, — Z, (sia j € N tale che
T € Ui(j)) dovremmo avere che z,, € Uj(;) definitivamente, ma, per costruzione, se ny > j, allora

Tn, € X\ (Uso) U+~ UUjp,)) € X \ Uy(y) e questo da un assurdo. O

Definizione 2.22.2. X si dice di Lindelof, se ogni ricoprimento aperto ammette un sottoricopri-
mento al pit numerabile.

Abbiamo quindi dimostrato che II-numerabile =—> Lindel6f.

=
o

Fatto 2.22.4. In generale, compatto sequenzialmente compatto.

(Esempi omessi.)

Sia (X, d) uno spazio metrico.
Reminder: una successione {z,} C X ¢ di Cauchy, se Ve > 0 3N € N tale che d(z,,zn) < €
Vn,m > N.

809 non ha sottoricoprimenti finiti.
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Osservazione 69. Le successioni convergenti sono di Cauchy.

Infatti: se {z,} € X e z, — T, allora, dato ¢ > 0, scegliamo N & N tale che d(z,,7) < §
Vn > N. A questo punto abbiamo d(2y, zn) < d(24,Z) + d(2m,T) < 5§+ § =€ Vn,m > N.

Definizione 2.22.3. (X, d) si dice completo, se ogni successione di Cauchy converge.
Esempio 48. Q non é completo.

Infatti: se g, € Q & una successione che converge in R a v/2, allora ¢ di Cauchy, perd non ha limite
in Q. Se convergesse a § € Q, allora g sarebbe il limite anche in R e seguirebbe che v/2 =G € Q che &
ovviamente falso.

Lemma 2.22.5. Se {x,} € X ¢ di Cauchy e ha una sottosuccessione convergente, allora {x,}
converge (allo stesso limite).

Dimostrazione. Supponiamo che z,, — T e mostriamo che z,, — 7: dato € > 0, vogliamo vedere
che d(x,,T) < € definitivamente.

Visto che z,, ¢ di Cauchy, 3N € N tale che d(xy,z,) < § Vn,m > N e, visto che z,, — T, 3ko € N
tale che d(zy,,T) < § Vk > ko. Prendiamo M = max{N,n,}.

Se n > M ed 3k tale che nz > M, allora d(z,,T) < d(@n, Tp ) + d(Tn,T) <5+ 5=¢ O
n>M>N np>M>ng,
n=MEN g

Proposizione 2.22.6. Se uno spazio metrico (X,d) é sequenzialmente compatto, allora é completo.

Dimostrazione. Sia {z,} C X una successione di Cauchy. Per ipotesi, possiamo trovare una sotto-
successione {zy, } che converge. Per il Lemma [2.22.5| concludiamo che {z,} converge (allo stesso
limite di {2y, }). Dunque (X,d) & completo. O

Corollario 2.22.7. R* ¢ completo.

Dimostrazione. Sia {x,} C RF di Cauchy: vogliamo vedere che converge. Mostriamo che {z,} &
limitata, cio¢ 3R > 0 tale che {z,} C B(0, R) (e poi useremo la compattezza di questa palla).

Nella proprieta di Cauchy, prendiamo ¢ = 1. Troviamo che 3N € N tale che d(xy,, ) <1 Vn,m > N
(in particolare d(zy,zm) < 1 Vn > N). Prendiamo R = max {||zol],...,|lzn|} + 1 e diciamo che

{zr} € B(0,R). Infatti, gli x;, con 0 < i < N, ci stanno per costruzione e, per n > N, abbiamo
d(xn,0) < d(xp,zny) +d(zn,0) <1+ |lzny]| <1+ Jmax |z || = R.
<i<

Ora, B(0, R) & sequenzialmente compatto, quindi possiamo estrarre una sottosuccessione convergente
in B(0, R) da {x,}. Questa rimane di Cauchy in B(0, R) (stiamo usando la distanza ristretta da R¥),
quindi converge per il Lemma [2.22.5| e il limite ¢ anche il limite di {z,,} vista in R O

Osservazione 70. Non ¢é vero che completo = sequenzialmente compatto (R™ é un esempio).

Definizione 2.22.4. Uno spazio metrico (X,d) si dice totalmente limitato, se Ve > 0 esiste un
ricoprimento finito di X costituito da palle aperte di raggio €.

Proposizione 2.22.8. Se (X, d) ¢ totalmente limitato, allora é limitato.

Dimostrazione. Prendiamo ¢ = 1 nella Definizione [2.22.4] di totale limitatezza.
Siano B(z1,1),..., B(zp, 1) delle palle di raggio 1 che coprono X: Prendiamo

R = | max {d(zj,z;)} + 2 e diciamo che d(z,y) < R Vz,y € X. Infatti,
<i,j<n

diciamo che € B(x;,1) e y € B(xj,1) [ e dunque

d(z,y) < d(z,z;) + d(z;, xj) + d(zj,y) <1+ 1?]1:%? {d(ﬂfkau’ﬂl)} +1=R

% e j esistono perché {B(xk,1)} & un ricoprimento di X.

81Per continuita dell’inclusione B(0, R) C R*.
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Osservazione 71. Non wvale il viceversa.

Ad esempio, dato X = R con la distanza d(z,y) = min{dg(z,y),1}, questa distanza & limitata,
ma (R™,d) non & totalmente limitato E

Lemma 2.22.9. Se (X,d) é totalmente limitato, allora é II-numerabile.

Dimostrazione. Ricordiamo che uno spazio metrico separabile (3 sottoinsieme numerabile denso) &
II-numerabile (Teorema [2.4.5)). Mostriamo quindi che X & separabile: Vn € N esiste un ricoprimento
finito di palle aperte di raggio ¢ = %: {B (:c?, %) }1<i<k .
kn o
Prendiamo F = |J U {z!'} € X. Questo ¢ al pitt numerabile, in quanto unione
neNi=1
numerabile di insiemi finiti. Mostriamo che E e denso in X. Basta far vedere che

ENB(z,R) # (0 Vx € X e VR > 0. Scegliamo n € N tale che % < R e prendiamo
x} tale che x € B(:):?, %) (formano un ricoprimento di X, con 1 <i < kn) Ora

abbiamo ' € B(z, R) (quindi EN B(z, R) # 0) perché d(27, ) < & < R, visto che z € B(2?,1). O

ion
Teorema 2.22.10. Se (X,d) € uno spazio metrico, i sequenti fatti sono equivalenti:

@ X e compatto.
@ X ¢ sequenzialmente compatto.

@) X é completo e totalmente limitato.

Dimostrazione. (D= @2)) Gia visto: Proposizione [2.22.1| (gli spazi metrici sono I-numerabili).
(@=@®) Abbiamo visto (Proposizione [2.22.6) che sequenzialmente compatto = completo.

Per assurdo supponiamo che X non sia totalmente limitato e costruiamo una successione {x,} senza
sottosuccessioni convergenti.

X non totalmente limitato = Jde > 0 per cui non riusciamo a ricoprire X con un numero finito di
palle di raggio €. Prendiamo xy € X arbitrariamente e poi ricorsivamente scegliamo

T € X\ (B(:L’o,E) U--- UB($k71,E))

#() per ipotesi

Ora, {z,} non ha sottosuccessioni di Cauchy (quindi non ha nemmeno sottosuccessioni convergenti).
Infatti, per costruzione della successione, d(zy, Tmy) > € Vn # m e questo mostra che non ci possono
essere sottosuccessioni di Cauchy. Questo da un assurdo con l'ipotesi di compattezza sequenziale.

(@:> @) Per il Lemma totalmente limitato = II-numerabile, dunque ci basta far vedere
che X e sequenzialmente compatto

Sia quindi {z,} € X una successione ed estraiamo una sottosuccessione convergente.

Dato k € N, fissiamo un ricoprimento finito %} di palle di raggio %

Costruiamo ricorsivamente una sottosuccessione di {z,} che sia di Cauchy:

k =1: 94 ¢ un ricoprimento finito di X, quindi 3U; € %4 tale che {n |z, € U} sia infinito. Fissiamo
n1 € N tale che x,,, € Uy;

k = 2: 2, & un ricoprimento finito di X ~ “% NU;” = {Us NU; |Us € %} ¢ un ricoprimento finito
di Uy, quindi, come prima, Uy € % tale che {n |z, € Uy NU;} sia infinito. Scegliamo ng € N
tale che ng > ny e xp, € UsNUy;

k > 2: Induttivamente, costruiamo {xnk} in modo che z,, € Uy NUi—1 N---N Uz N Uy, cioe z,, € U;
Vi = 1,...,k. Questa sottosuccessione & di Cauchy. Infatti, se ki, ks > m, allora Ty, € Tny,
stanno entrambi in Uy, (= palla di raggio 1), quindi Ad(Tny, > Tny,) < 2 (=2 - raggio) e, dato
€ > 0, scegliendo m tale che % < g, vediamo che Vki, ko > m si ha d(:vnk1 , aznk2) < €. Visto che

X & completo, questa sottosuccessione converge, essendo di Cauchy.

Questo mostra la compattezza sequenziale. ]

82Le palle di raggio < 1 per d e dg sono le stesse e (R™,dg) non & totalmente limitato.
83Ge X & II-numerabile, compatto <= sequenzialmente compatto (Proposizione [2.22.3|).

99



Esercizi X1 settimana

Esercizio 44 (Teorema di Wallace).
Siano X,Y spazi topologici, A C X, B CY sottospazi compatti e W un aperto di X XY che contiene
A x B. Si mostri che esistono aperti U di X eV di'Y tali che

ACU, BCV, UxVCW

Dimostrazione. Fissiamo y € B e guardiamo X x {y}. Vz € A possiamo trovare un aperto della forma
Uzy x Vp di X xY che sia contenuto in W e contenga (x,y) € A x B,
per definizione della topologia prodotto e perché W & aperto.

Questo {Uzy X V3 }zeca € un ricoprimento aperto di A x {y} € X xY che
¢ compatto, perché ¢ omeomorfo ad A. Estraiamo un sottoricoprimento
finito {Usy x Vi }eer,, con I, C A finito.

Sia W, = () V. un aperto (intersezione finita di aperti) di Y che
z€ly

contenga y. Z, = |J U,y € un aperto di X che contiene A, dun-
zely

que A x {y} € Z, x Wy, € W in quanto A C Z,, y € W,, un
(a,b) € ( U Ux,y) X ( N Vx) ¢ tale che a € Uz, per qualche T € I,
T€ly zely

e sicuramente b € Vz = (a,b) € Uzy x VG C W = (a,b) € W.
Ora “facciamo variare y”: {W,},cp € un ricoprimento aperto di B che
e compatto, quindi ne estraiamo un sottoricoprimento finito {Wy}yes,
con J C B finito.

Adesso poniamo U = () Z, C X eV = [J W, C Y: sono aperti, si

yeJ yeJ
ha che A C U, visto che A C Z, Vy € B,e B CV = | W, per
yeJ

costruzione.
Resta da vedere che U x V CW: U x V = ( N Zy) X ( U Wy>,un

yeJ yeJ
certo (a,b) € U x V & tale che a € Zy e b € Wy per qualche
yedJ = (a,b) € Zyx Wy CW = (a,b) € W. O

Esercizio 45. Una funzione continua f : X — Y tra spazi topologici si dice propria se, per ogni
compatto K CY, lo spazio f~'(K) C X ¢ compatto.

(1) Sia f: R" — R™ una funzione continua. Si mostri che f & propria <= per ogni successione
{2,} C X tale che ||z | — +00 Y si ha || f(zn)] — +o0.

Dimostrazione. (1) (:>) Avendo f propria e ||z,| — 400, supponiamo, per assurdo, che

1f (zn) | = 400

A meno di estrarre una sottosuccessione, possiamo supporre { f(x,)} C B(0, R), per qualche R > 0.

Visto che f & propria, f~! (B (0, R)) ¢ un compatto di R™, quindi chiuso e limitato e avremmo percio
che {z,} C f~1(B(0,R)) 4 perché ||z,| — +oc.

(<:) Sia K C R"™ un compatto e mostriamo che f~!(K) C R" sia compatto. K & chiuso (in quanto
compatto di un T, Teorema e f & continua, dunque f~!(K) & chiuso.

Se, per assurdo, non fosse limitato, allora potremmo costruire {z,,} C f~!(K) tale che ||z,| — +oo.
Quindi, per ipotesi, dovremmo avere || f(x,)|| — 400, ma anche {f(z,)} C K che, essendo compatto,

¢ limitato e questo e assurdo. O

84Cioe x,, esce da ogni compatto.
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2.23 Numero di Lebesgue e Uniforme continuita

Definizione 2.23.1. Siano X uno spazio metrico e Q un ricoprimento di X. Si dice che ) ammette
il numero di Lebesgue ¢ > 0, se Vx € X 3U € Q tale che B(x,e) CU.

Non tutti i ricoprimenti ammettono un numero di Lebesgue:
dajco X =R Q= {B(l‘, x%ﬂ) |z € R} ¢ un rico- ( B K
primento aperto che non ha numero di Lebesgue. ~ ° 76
Quando x — 400, gli aperti del ricoprimento che

contengono = hanno raggio che tende a 0. Bfjos ) )
Percio, fissato € > 0, IM > 0 tale che Vo > M (e anche Vo < —M) AU € Q tale che B(z,¢) C U.

10

Teorema 2.23.1. Se X ¢ metrico e compatto, allora ogni ricoprimento aperto di X ammette un
numero di Lebesgue.

Dimostrazione. Sia € un ricoprimento aperto di X e supponiamo, per assurdo, che {2 non ammetta
alcun numero di Lebesgue € > 0, dunque Vn € N 3z,, € X tale che B(x,,2") non ¢ contenuta in alcun
aperto di 2. Poiché uno spazio metrico compatto e sequenzialmente compatto, 3z, sottosuccessione

di z, tale che lim z,, =T € X. Visto che {2 ¢ un ricopri- x
k—+o0 il

mento, U € Q tale che T € U e, poiché U ¢ aperto, Je >0 ° ‘
tale che B(T,e) C U. Per definizione di limite, Jko tale che

Tn, € B ( ) Vk > kg. Per la disuguaglianza triangolare,

Yk > ko (xnk,g) C B(z,e[) cU.

Poiché 27" — 0, Elk:l > ko tale che 27" < £ =
B(zp,,27™) C B(a:nk,g) CUj.

e

“Andrebbe bene anche %z—:.

O]

Ricordiamo che, data f: X — Y una funzione tra spazi metrici, allora f & continua, se Vg € X
e Ve > 036 > 0 tale che f(B(wo,8)) C B(f(x0),¢).

continuita in xg

Definizione 2.23.2. f si dice uniformemente continua, se, nella formula qui sopra, § in realta
dipende solo da € e non da xg, cioé Ve >0 30 > 0 tale che Vrg € X f(B(xo,é)) - B(f(a;o),s) ﬁ
Sfruttando la simmetria dell’ultima condizione possiamo percio affermare che

f: X —Y e uniformemente continua <= Ve >0 39 > 0 tale che
d(z,y) <6 = d(f(z), f(y)) <e.

Volendo, possiamo prendere quest’ultimo enunciato come definizione di uniforme continuita.
Esempio 49. f: (0,+00) — R, f(z) = 22 & continua ma non uniformemente continua.

Infatti, affinché si abbia |f(x) — f(y)| < € si deve avere |12 — 1| < e <= |z —y| - |v +y| < e =

(supponendo z,y > 0=z +y >0) |z —y eyl

Percio, datoe =1 e posto .Z‘n = n, otteniamo che d(f(n), f(y)) <1 <= |y—n| < n+y Se assumiamo,

ad esempio, n > 2, n+y <1 3 =daly—n|< 2,ottenlamoy > n—— > 3 . Dunque |y—n| < n+y < ni;,
2

percio < 3 Vn e quindi non puo esistere un d uniforme.
2

Teorema 2.23.2 (Heine-Cantor).
Siano X compatto e f : X — Y tra spazi metrici. Se f é continua, allora f & uniformemente
continua.

¥ = d(zo,x) < 6§ = d(f(w0), f(z)) < €, condizione simmetrica in zo e in .
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Dimostrazione. Per assurdo, se non fosse uniformemente continua, 3¢ > 0 tale che I{z,},{yn} C X
tali che d(zn,yn) < 27" e d(f(2n), f(yn)) > € ¥n € N. Poiché X & compatto per successioni, Tz,

sottosuccessione tale che lim x,, = Z. Poiché d(z,,,yn,) — 0, anche lim y, = 7, ma f ¢
k——+o0 k——+o00

continua in T, per cui 36 > 0 tale che Vz € B(Z, ), d(f(:r), f(f)) < §. Poiché z,,, — T e y,, — T,
dky tale che Yk > ko zp,,yn, € B(Z,0), percio

+-=—-€e<e¢

d(f (@), f(yny)) < d(f(@n,), (@) + d(f (@), f(Yn,)) < 3

Wl m

€
3
Cio da la contraddizione cercata. O

Osservazione 72. Una funzione uniformemente continua porta successionsi di Cauchy in successions
di Cauchy (ovvio). Vedremo tra poco che cio é falso per funzioni solamente continue.

Problema: siano X,Y metrici, A C X e f: A — Y continua. Sotto quale ipotesi f si estende in
maniera continua ad A7

Esempio 50. X =Y =R e A= (0,+00), f(z) =1 non si estende con continuita su A = [0,+00).

Esempio 51. X =Y =R e A = (0,+00), f(z) = sin L non si estende con continuita su A = [0, +00).

In particolare, in entrambi questi casi, se prendiamo (0, 4+00) come dominio di f, allora x,, = % e

di Cauchy, ma f(x,) non lo & @

Teorema 2.23.3. Siano X,Y metrici, Y completo e ACX. Sef:A— Y ¢ uniformemente
continua, allora f si estende (in modo unico) a una f: A — 'Y continua.

Dimostrazione. SiaT € A. Poiché metrico = I-numerabile, 3z, sottosuccessione, con x, € AVn € N,

tale che z,, — =. Essendo convergente in X, x, ¢ di Cauchy. Poiché f ¢ uniformemente continua,

anche f(x,) ¢ di Cauchy, per cui, essendo Y completo, 3 lirf f(zyn) =7. Poiché le funzioni continue
n—-+0oo

commutano con l'operazione limite, necessariamente, se f : A — Y estende f, allora f(T) = 7.
Questo mostra 'unicita.

Per concludere dobbiamo verificare che f sia ben definita ’’| e la f cosi ottenuta sia effettivamente
continua. Si tratta di semplici verifiche lasciate per Esercizio. O

86Non & convergente ed R & completo.
87Cioe se z), — %, allora lim f(z,) = lim f(z}).
n——+oo n—-+oo
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2.24 Topologia quoziente

Siano X uno spazio topologico e ~ una relazione di equivalenza su X. Indichiamo con X/~ I'insieme
quoziente e con 7 : X — X/~ la mappa di proiezione. Dotiamo X/~ di una topologia cosi:

Definizione 2.24.1. A C X/~ ¢ aperto <= 7~ 1(A) ¢ aperto in X.
Di conseguenza, poiché n=1(A°) = (771(A))", C C X/~ ¢ chiuso <= n~1(C) ¢ chiuso in X.

Controlliamo che effettivamente si tratti di una topologia:

1(@) () che & aperto in X = () ¢ aperto.
1(X/~) = X che & aperto in X = X/~ & aperto.

o T

T

e Se m1(A;) e 71 (Az) sono aperti in X, allora lo & anche 771 (4; N Ay) = 771 (A1) N7~ (Az) in
quanto intersezione di aperti = A; N Ag & aperto in X/~.

e Se A;, con i € I, & aperto in X/~ Vi € I, allora 77_1< U AZ-) UriA )e aperto in X in
icl icl

quanto unione di aperti = (J A; ¢ aperto in X/~.
1€l
Teorema 2.24.1. La topologia quoziente su X/~ ¢ quella piu fine che rende m : X — X/~ continua.

Dimostrazione. Per definizione, dato A C X/~ aperto, anche 771(A4) & aperto in X = 7 & continua.
Ora, data 7 una topologia qualsiasi che rende 7 continua, se A € 7, per continuita di m, allora I'insieme
771(A) deve essere aperto in X e percid A & aperto nella topologia quoziente. Dunque 7 & contenuta
nella topologia quoziente. O

Teorema 2.24.2 (Proprieta universale della topologia quoziente).

Consideriamo il diagramma commutativo di fianco, dove X,Y sono topologici, X/~ ¢é lﬂ /
f

dotato della topologia quoziente e f = fom. Vale che f ¢ continua <= f & continua.
X/N

Dimostrazione. f & continua <= VA C Y aperto f~1(A) & aperto in X <= VA C Y aperto
a1 (?_I(A)) ¢ aperto in X <= VA CY aperto ?_I(A) & aperto in X/~ <= f & continua. O

Problema tipico: Dati X topologico e ~ relazione di equivalenza su X, “capire chi &” X/~ (dimostrando
ad esempio che ¢ omeomorfo a oggetti gia noti oppure studiando se e 17, Ts, metrizzabile, ...).
Per trovare Y omeomorfo a X/~, si procede di norma come segue:

1. innanzitutto si cerca di indovinare chi sia Y;
2. si costruisce una f: X — Y tale che f(z1) = f(x2), se 1 ~ z2.

A questo punto ¢ ben definita f : X/~ — Y tale che f([z]) = f(z) V[z] € X/~.

x -ty
Per costruzione, il diagramma di fianco ¢ commutativo. Si dice che f & ottenuta “per i /

passaggio al quoziente” di f. Per quanto visto, |se f & continua, lo & anche f |.

X/N
Ricapitolando, da una f : X — Y continua tale che f(z1) = f(x2), se 1 ~ x3, abbiamo ottenuto
f: X/~ — Y continua tale che fonm = f.

O T & iniettiva <= [ ([1]) = f([2a]) = [1] = [o]]| <= [F(1) = S () wl ~ ).

() f & surgettiva <= f & surgettiva, in quanto f = f o7 e 7 & surgettiva.

88Ciascuno di questi & aperto in X.
89(«=) per la buona definizione di f e (=) per liniettivita di f.
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Se (D) e (2) sono verificati, f ¢ una bigezione continua.

. - . -1 . . .
Se vogliamo che f sia un omeomorfismo, allora serve che anche f = sia continua e qui purtroppo non
esistono ricette generali che lo garantiscano. Ricordiamo pero, ad esempio, che una bigezione continua
€ un omeomorfismo <= & chiusa <= & aperta.

Definizione 2.24.2. f: X — Y continua ¢ detta identificazione se valgono le sequenti condizioni:
1. f ¢é surgettiva;
2. ACY ¢ aperto <= f~Y(A) ¢ aperto in X ((:) e automatica perché f é continua).
Ovviamente 2. € equivalente a
2.7 C CY ¢ chiuso <= f~1(C) ¢ chiuso in X.

Teorema 2.24.3. Siano f: X — Y un’identificazione e ~ la relazione di equivalenza su X data da
r1 ~ 19 <= f(x1) = f(22). La mappa f : X/~ — Y ottenuta da f per passaggio al quoziente & un
omeomorfismo.

(In realta vale il se e solo se: se f ¢ un omeomorfismo, allora f deve essere un’identificazione.)

Dimostrazione. Un’identificazione ¢ continua (vedasi sopra) e surgettiva, per cui, per costruzione,
anche f : X/~ — Y & bigettiva e continua. Rimane da controllare che T_l sia continua, o, equivalen-
temente, che f sia aperta. Sia A C X/~ aperto. Per vedere se f(A) & aperto, poiché f & un’identifi-
cazione, basta controllare che lo sia f‘l(?(A)), ma, per il solito diagramma, f‘l(f(A)) =71(A) e
71(A) & aperto in X per definizione di topologia quoziente. Dunque f(A) & aperto. ]
Proposizione 2.24.4. Sia f: X — Y continua e surgettiva,

@ se f ¢ aperta, allora é un’identificazione.

@ se [ e chiusa, allora é un’identificazione.

Dimostrazione. (I) Dobbiamo controllare che, se f~!(A) & aperto, allora A & aperto, ma, poiché f &
surgettiva, A = f(ffl(A)) e, visto che f & aperta e f~1(A) ¢ aperto per ipotesi, A ¢ aperto.
@) Dimostrazione identica con i chiusi al posto degli aperti. ]

Nel foglio di esercizi, I’Esercizio 52 da un esempio di identificazione né aperta né chiusa.

Definizione 2.24.3. Data f : X — Y, A C X si dice f-saturo (o saturo, se f ¢ ovvia), se
F7Hf(A)) = A, cioe, sex € A e f(a') = f(z), allora anche &' € A.

Osservazione 73. Data f: X — Y, AC X ¢ f-saturo <= 3B C Y tale che A= f~Y(B).

Data una proiezione al quoziente 7 : X — X/~ A C X & saturo (cio¢ m-saturo), se ¢ unione di
classi di equivalenza, ciog, se VC' C X classe di equivalenza, allora ANC # ) = C C A.

Proposizione 2.24.5. (1) A C X/~ ¢ aperto <= ¢ immagine di un aperto saturo tramite .

@ C C X/~ ¢ chiuso <= ¢& immagine di un chiuso saturo tramite 7.

Dimostrazione. (1) (:>) A aperto = per ’Osservazione 7 1(A) e aperto saturo e, poiché 7 &
surgettiva, A = (7~ 1(A)).

(<) Se A = m(B), con B aperto saturo, allora 7~ *(A) = 7! (7(B)) = B (perché B ¢ saturo) che &
aperto in X, per cui A & aperto in X/~.

@ E identico. O

Osservazione 74. In realta vale un enunciato pit forte di quello della Proposizione [2.24.5) cioé:

a . {aperti di X/N} — {aperti saturi di X}

e {aperti saturs di X} — {aperti di X/N}

Le mappe m—1, 7 descritte qui sopra sono bigezioni e l'una linversa dell’altra.
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Esempio 52. Sia X = [0,1] e poniamo ~ su X tale che —
v~y <= o=y o{z,y} C{0,1}[]

Dal disegno di fianco: perché S' e non, ad esempio, [0,1)?

|

Osservazione 75. “Quoziente di un compatto é compat-
to” “Quoziente di un connesso & connesso” in quanto
m: X — X/~ & continua e surgettiva e l'immagine continua
di un compatto (risp. connesso) é compatta (risp. connessa,).

Dunque
0.1/o~1 22 [0,1)
compatto non compatto
Dimostriamo che [0.1]/o~1 2 ST,
Cerchiamo un’identificazione f : [0,1] — S': poniamo
f(t) = (cos2nt,sin2rt) € S'. f & chiaramente continua,
surgettiva e f(t) = f(t') <=t =1t o {t,t'} € {0,1}.
Percio f induce f : [0.1]/~ — S! continua e bigettiva.
Poiché [0,1] & compatto e S & Ty, f & chiusa (Teorema
m ), dunque ¢ un’identificazione e f & un omeomorfismo.

In generale, se A C X, allora il quoziente X/~ si indica con

X/a,dove z ~y <=z =youzx,yc A 78]
Si dice che X/4 ¢ ottenuto da X “collassando A ad un punto”. 4 <
o ] !
?Cioe l'unica classe di equivalenza con piu di un punto & {0, 1}. r~]r—-7;——6 fé} ﬁﬂ)ﬂﬂ)
=

Teorema 2.24.6. Detti D" = {p €R" : [|[p|| <1} e 8" = {p e R™+! : ||p|| =1}, [P"/sn-1 2 5" |

Dimostrazione. Per n = 1, abbiamo [-1,1]/{-11} = S1 (gia visto).

Per n = 2, abbiamo
. S/

s
Per dimostrare formalmente la tesi, costruiamo l’identificazione %
f: D" — S™. Mandiamo raggi di D? in meridiani di S2. @ i,, 4& .2
_ \1Z
fw) = (A, g([l0l))
dove A\v determina le prime n coordinate e g(||v||) I'(n+1)-esima coordinata, cioe I’ “altezza”, g(0) = —1

(cioe il centro di D? va nel Polo Sud) e g(1) = 1 (cio¢ S! va nel Polo Nord).
Per esempio, g(||v||) = 2||v|| — 1, ma, per facilitare i conti, scegliamo g(||v||) = 2||v||? — 1.
Dungque f(v) = (Av,2[jv]|* — 1). Calcoliamo adesso A in modo che || f(v)|| = 1, cioe ||f(v)|* = 1:

1F )P = X2 [loll* + 4llv]l* = 4flol* +1=1= N +4]lv]|* —4=0= > =4 — 4]lv|”

Scegliamo A > 0 = \ = 2y/1 —||v||?, da cui f : D" — S™, = (2v/1 — 0|2, 2||v]|* - 1)

Sulla base del significato geometrico di f, & ovvio che f sia surgettlva e f(v) = f(W) <= v=71o

v = ||v'|| = 1. Dunque f induce f : D"/sn-1 — S™ bigettiva e continua (f & continua). Inﬁne, fe
omeomorfismo perché f & chiusa, per il Teorema [2.20.6|dato che D™ & compatto e S™ & T5. O
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2.24.1 Quozienti per azioni di gruppi

Abbiamo ottenuto S* da [0, 1] collassando gli estremi. E possibile ottenere S! con una costruzione

analoga ma diversa a partire da tutto R.

Poniamo X =ReVx,yeRer~y<—=aor—ye€Z — ————vr—vet—sor—ostv—géo——
-0 123

Notiamo che [0, 1] contiene un insieme di rappresentanti per ~ e notiamo che 0 e 1 sono rappresentanti
della stessa classe, mentre i punti di (0, 1) appartengono a classi a due a due distinte (e distinte anche
da [0] = [1]). Un insieme di rappresentanti sarebbe dato ad esempio da [0,1) o (0,1]. C’¢ percid una
bigezione naturale [0:1]/{0,1} = R/~. Questa bigezione & anche un omeomorfismo, per cui in effetti

R/~ = st

Potremmo dimostrarlo per vie elementari, ma svilupperemo una teoria che si adatta perfettamente a
studiare quozienti come R/~.

Definizione 2.24.4. Siano X un insieme e G un gruppo. Un’azione (sinistra) di G su X ¢é una
funzione ¢ : G x X — X tale che

o ple,z) =z Vr e X (ee G é llidentita);
e o(g,0(h,x)) =¢(g-h,x)Vg,h € G eVr € X.
Di norma, ¢(g,x) si indica con g-x e i due assiomi diventano
ec-x=xVreX,
e g-(h-x)=(g-h)-xVg,heGeVxeX.
ly: X — X
T — g
Y: G — Permutazioni(X)

g — y
Vocabolario: (I) L’azione si dice fedele, se Kery = {e}.

) Vx € X Stab(z) = {g € G|g -z = x} & un sottogruppo di G.

(3 L’azione si dice libera, se Vo € X Stab(z) = {e}, cioe¢ se g #e =g -z #x Vr € X.
(Chiaramente libera = fedele.)

@ Vre X lorbitadize G-z ={g-z|g € G}.

() L’azione si dice transitiva, se ha una sola orbita, cioe se Vz,y € X Jg € G tale che g -z = y.

Vg € G la mappa , poiché £y ol 1 = /L. ={,1 0L, =1Idy, ¢ una bigezione e

gli assiomi ci dicono che ¢ un omomorfismo di gruppi.

Per (5) abbiamo gia usato il seguente

Fatto 2.24.7. Le orbite forniscono una partizione di X, cioé, se due orbite si intersecano, allora
coincidono. Un altro modo di dire questa cosa e il sequente: posto x ~ y <= dg € G tale che
g-x =1y, la relazione ~ ¢ di equivalenza.

Infatti,

a) z ~x,in quanto e -z =z Vz € X.
b) $Ny:>2|g€GtaleCheg{[]:y:>g*1
1y:>[£:g_1y$y~x

(g-z) =g~
eE-TrT=qg

c)x~yey~z=—dg,htalichegr=yehy=2=— (hg) -z =h-(g-z)=h-y=z=— 1z~ 2.

Definizione 2.24.5. Indichiamo con X/G (i puristi userebbero G\X) lo spazio X/~, ovvero lo spazio
delle orbite dell’azione.

D’ora in poi tratteremo il caso X topologico e assumeremo sempre che I’azione sia continua, cioe che
Vg € G la mappa £, : X — X sia continua. Poiché anche {1 = (Eg)*1 ¢ continua, questo implica
che ¢, sia un omeomorfismo Vg € G. Doteremo infine X/G della topologia quoziente.
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Esempio 53. G =7, X =R, VnEZpom’amon~a::$+n|T|.
R/z & proprio l’esempio iniziale: x ~ y <= 3In € Z tale che n-x = y <= In € Z tale che
r+n=y<=zxr—ycl

In questo esempio, per caso (un caso che pero capita non raramente), G C X
(perché Z C R), per cui R/z potrebbe voler dire sia lo spazio ottenuto da R collassando Z ad un punto,
sia il quoziente di R per I’azione di Z tramite traslazioni. Sono due cose diversissime.

Fissiamo un’azione di G' su uno spazio topologico X e studiamo 7 : X — X/a.

Osservazione 76. Un sottoinsieme A C X ¢ saturo <= ¢ G-invariante, cioée G- A = A.
Infatti, per definizione, A & saturo <= & unione di orbite <= & G-invariante.
Proposizione 2.24.8. La proiezione w: X — X/a é sempre aperta.

Dimostrazione. Sia A aperto in X. w(A) ¢ aperto in X/¢ < 7 1(7(A)) ¢ aperto in X, ma
1 (m(A4)) = g- A, in quanto z € 71 (m(A)) <= 7(2) € 7(A) < Jz € A tale che 7(z) = 7(z)
geG
< JdJrecAegeGtalichez=g -z <= Jge Gtaleche z€g- A<= 2¢€ |J g-A Aepero
geG
aperto e g € GG agisce come un omeomorfismo di X, per cui g- A & un aperto di X Vg € G. Dunque

a1 (ﬂ'(A)) = |J ¢g- A ¢ aperta in quanto unione di aperti. O
geG

La stessa dimostrazione mostra che, se G ¢ finito, 7 : X — X/a T e
N . N N . . ) ) 3=
& anche chiusa. In generale perd non lo e. Ad esempio, siano e

G=2Z,X =RcomesopraesiaC={n+2""|neN, n>1}

Dimostrazione. C' & chiuso, ma 7(C) non lo &, in quanto 7~ '(7(C)) contiene 27" Vn > 1 @ Se
71 (7(C)) fosse chiuso, poiché 27" € 7! (7(C)) Vn > 1, allora avremmo 0 € 7! (7(C)), ma questo
¢ falso, dunque 7(C) non & chiuso. O

Purtroppo le proprieta di separazione non passano al quoziente nemmeno per quozienti “buoni”
come quelli derivanti da azioni di gruppo.

Lemma 2.24.9. X/~ & T} <= ogni classe di equivalenza é chiusa in X.
Dimostrazione. X/~ & Ty <= ogni P € X/~ & chiuso <= VP € X/~, 771(P) = [P] C X & chiusa. [

Ad esempio, se facciamo agire Q su R tramite traslazioni, R/Q non ¢ 71, in quanto 'orbita di 0 in
R & Q che non & chiuso.
Dati X = M(2,R), matrici 2 x 2 reali con la topologia indotta da R* =2 M(2,R), e G = GL(2,R), con
GxX — X . (11 « o , . 1 €
(A, M) +— AMA-1’ I'orbita di <0 1) non & chiusa perché contiene <O 1> Ve > 0,

. 10
ma non contiene .
0 1
Nasce la necessita di capire quando X/G sia almeno T» o comunque ammetta una buona descrizione.

I’azione

Definizione 2.24.6. Un’azione G x X — X si dice:
@ vagante, se Vo € X 3U € I(z) [ tale che {g € G|g-UNU # 0} sia finito;
@ propriamente discontinua, se Vo € X 3U € I(x) tale che g-UNU =0 Vg # e;
@) propria, se VK C X compatto Uinsieme {g € G|g- K N K # 0} é finito.

Ovviamente, propriamente discontinua = vagante e libera.
Inoltre valgono i seguenti Fatti (che sono lasciati come semplici Esercizi):

907 agisce su R tramite traslazioni intere.
'Poiché zn, =n+2""€C = (-n)-zn € '(7(C)), ma (-n) - zp=n+2""—-n=2""
92Insieme degli intorni di X.
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Fatto 2.24.10. Se X ¢ 15, allora propriamente discontinua <= libera e vagante.

Fatto 2.24.11. Se X ¢ localmente compatto (cioé ogni punto ha un sistema fondamentale di intorni
compatti), allora

propria <= Vz,y € X AU € I(x) eV € I(y) tali che {g € G|g-UNV #£0} & finito

La nozione di azione propriamente discontinua gioca un ruolo chiave nella teoria dei rivestimenti.
Per ora ci interessa soprattutto il seguente

Teorema 2.24.12. Dati X localmente compatto e Ty e G x X — X un’azione propria, X/G é Ty.

Dimostrazione. Prese [z],[y] € X/ classi distinte, siano z,y € X rappresentanti. Poiché X & Tb,
esistono intorni disgiunti U > z e V 3 y che, per locale compattezza, possiamo assumere compatti.
Poiché 'azione & propria, se poniamo K = U UV, allora {g € G |g- KNK # ()} & finito (K & compatto
in quanto unione finita di compatti), per cui in particolare {g €G|lgUNV #0} ={g1,...,9n} (questo

mostra (:>) del Fatto

Osserviamo che Vi = 1,...,n g; - x # y (1n quanto [z]

[y ]) dunque, poiché X & Tg, troviamo U; € I( gZ

Vi € 1(y) tali che U;NV; = (. Poniamo U’ = Uﬂﬂg

Ricordiamo che g;” 1'& un omeomorfismo, dunque, p01che U; € un intorno di g; - =, g; L. U; & un intorno
di . Dunque U’, essendo intersezione finita di intorni di X, ¢ un intorno di x.

n
Poniamo anche V' =V N [ V; che, analogamente, ¢ un intorno di y.

i=1
Poiché 7 & aperta (visto che si tratta del quoziente per un’azione di gruppo), 7(U’) e 77( V') sono
intorni di [z] e [y] rispettivamente. Per concludere dobbiamo mostrare che 7(U") N7 (V') =

U N7V # 0= 7" (x(U")) N7~ (x(V")) 75(2):><Ug U> (Uh-V’);é(Z)

geG heG

— Jdg,h € Gtaliche g- U Nh-V £ 0 = hlg-U NV # (. Poiché U CU eV CV,
h=lg-UNV #0) = Fi € {1,...,n} tale che h~1g = g; (i g; sono quelli determinati sopra). Dunque
gi-U’ﬂV’;&ﬂmaU’ggfl-UieV’Q%:grg;l-UiﬂVi#@zUiﬁVi#@é per come erano
stati scelti U; e V. O

Vediamo alcuni esempi di applicazione del Teorema [2.24.12
Esempio 54. Dati G =2Z e X =R, consideriamon-x =xz+nVneZ ex €R.

R e localmente compatto ﬁ ed e T,. Inoltre ’azione e propria: se K C R, allora M > 0 tale che
K C[-M,M]. Dunque n- KNK # ) = [-M+n,M+n|N[-M,M] #0 = M >—-M+ne
M+n>-M=—=n<2Men > —-2M, cioe —2M < n < 2M, percio gli n che verificano questa
condizione sono finiti. Dunque R/z & Tb.

Esempio 55. Dati G = ZF ¢ X = RF, consideriamo (n1,...,n)-(x1,...,2y) = (x1+n1, ..., np+nz).
Anche questa azione & propria e R*/z* & Ty.

Definizione 2.24.7. Data G x X — X azione di gruppo, un dominio fondamentale per l'azione
e un sottoinsieme D C X tale che

1. D=D (in particolare, D ¢é chiuso);

2. Ug-D=X (cioé m,: D — X/~ ¢& surgettiva);
geG

93vz € R, {[m - %,x + %] [n > 1} ¢ un S.F.I. compatti di x.
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3. g-DND=10Vyg # 1P% (dunque cioé M, D—s X/~ € iniettiva);
4. {g-D|g € G} é una famiglia localmente finita.

Esempio 56. L’azione di Z™ suR™ per traslazioni descritta sopra ammette il cubo [0, 1]™ come dominio
fondamentale. Se n =1, allora [0,1] é un dominio fondamentale per l’azione di Z su R.

Teorema 2.24.13. Siano X localmente compatto, G x X — X azione di gruppo e D dominio
fondamentale per l’azione, allora

@ se X ¢ Ty, anche X/~ ¢ Ts.

@ , dove ~' ¢ la restrizione di ~ a D tale che p,q € D sono ~'-equivalenti <= sono

~-equivalenti.
Corollario 2.24.14. R/z = [0,1]/{0,1} = S*.

Corollario 2.24.15. R"/z» = (R/z)" (e dunque anche [0:1]"/~ = (S1)™).

Sen=2:

"Nt

INZ
\
|

Le identificazioni su 9]0, 1]? si descrivono graficamente
con delle frecce:

__#

/ )
\ ~ 5 xS

Dimostrazione. (Teorema @ Dato X T5, dimostriamo che X/a lo &, se azione ammette un
dominio fondamentale D. Poiché X ¢ localmente compatto, per il Teorema basta vedere
che ’azione e propria. Sia K C X compatto. Mostriamo che dg1, ..., g, taliche K C g;-DU---Ug,-D
eg-DNK =0,se g # g1,...,9n Infatti Vo € K, poiché {g-D|g € G} & localmente finita, U, € I(x)
aperto tale che ‘{g €eG|lg-DNU, # @}‘ < 4o00. Per compattezza, K C Uy, U---UU,,, dove z1,...,Ts
€ un numero finito di punti di K.

Dunque KNg-D # 0 = 3i =1,...,s tale che Uy, Ng- D # (), per cui g appartiene ad un’unione
{9€Glg-DNK #0} < +co={9€G|lg-DNK #0} ={g1,...,9n}

finita di insiemi finiti,

941 = ¢ = identita di G.
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n

Poiché |J ¢g- D = X, chiaramente K C |J g; - D e, per costruzione, se ;
gelG i=1

g#¢g;Vi=1,...,n,allorag- DN K = (. Ora,

n n
g-KNK+#0)= Kng- (Ugi.D) 40 = Kn <Ug-gi-D>

i=1 i=1
= Jdi=1,...,ntaleche KNg-¢g; - D# 0= 3Fj=1,...,n
tale che g-g; = gj = g = gi_lgj per qualche 7,57 = 1,...,n.
Dunque, se g- KNK # (), g deve variare in {gi_lgj, i=1,...,n}
che & un insieme finito. Questo prova che ’azione & propria.
Per compattezza, solo un numero finito di traslati coprono K:

@) La composizione 7 o4 : D — X/c & continua (composizione di mappe continue) ed induce percio

i:Djnt — X/G continua [T}
D—'s X T X/g
ﬂ'/l /
(2

D/N/

Poiché ~' ¢ la restrizione di ~, 7 & iniettiva.
Visto che |J g+ D = X, woi & surgettiva, dunque lo & anche 4, che & percio bigettiva e continua.
geG

Rimane da vedere che i & un omeomorfismo: basta
verificare che sia aperta (o chiusa). Il fatto chiave &
che {g-D|g € G} & un ricoprimento fondamentale,
in quanto ogni g- D ¢ chiuso (lo & D e g agisce come
un omeomorfismo di X, dunque lo & anche g- D) e
{9-D|g € G} ¢ localmente finita.

Vediamo che i &, ad esempio, chiusa.

Siano m: X — X/g e ©’ : D — D/~ le proiezioni e sia C' C D/~ chiuso. Dobbiamo verificare che
anche i(C) sia chiuso in X/G. Per ipotesi, C' C D/~ chiuso = (7/)~}(C) € D & un chiuso di D,
chiamiamolo C' = (7/)~1(C). Vogliamo dimostrare che i(C) & chiuso in X/a, ciot 7! (i(C) Cc X ¢
chiuso in X, ma 71 (i(C)) = U g- C.

geG

Dobbiamo percio mostrare che C = Ug- C & chiuso in X.
geG

Vge Gg- C & chiuso in g+ D, quindi, dato che {g-D|g € G} ¢ una famiglia localmente finita (per
definizione di dominio fondamentale), anche {g-C'|g € G} & una famiglia di chiusi localmente finita
e dunque C' ¢ chiuso per il Teorema [2.14.3 O

Esempio 57. Sen €N, conn > 2, G =Z/nz e G x R?> — R? ’azione

2rk i 21k
cos <E  —gin =T

[k] - P = Raxk - P, dove Raxx = ( . oMy ot ), allora
n n -

Dimostrazione. Sia D = {P € R?| P = R(cosf,sinfl), R>0, 0 € [O, %] @}
95Vedasi Teorema

96Estremi inclusi perché vogliamo un chiuso.
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La restrizione di ~ a D identifica soltanto (z,0) a
(a: cos §, x sin %), al variare di x > 0. Dunque

Modo formale di dimostrare che R*/¢ = R? m

Tornando all’esempio, bisogna cercare una f : R? — R? che “passi al quoziente” dando ’omeomorfi-

smo cercato.

Ad esempio, f: R? —s R? tale che f(P) — {R(cos nf,sinnf) se P = R(cosf,sinf), R > 0‘
0 se P=20

f & ben definita e continua (bisogna verificare a mano la

continuita in 0) ed effettivamente =] /ﬂ\»

J(P)=f(P)) =P~ P

Poiché f e surgettiva, f induce una mappa continua e biget-

tiva f : R?/a — R2.

Per concludere, bisogna verificare che f sia un’identificazione.

Ad esempio, si pud mostrare che & chiusa: se C C R? & chiuso C
e poniamo C, = CN{P € R?|n < ||P|| < n + 1}, allora

7€) = f( U Cn) — U 7@

neN neN

Ogni C), & chiuso (intersezione di chiusi) ed e anche limitato,

dunque & compatto. Percio anche f(C),) & compatto e dunque

chiuso. Purtroppo 'unione arbitraria di chiusi non € chiusa, ma un’unione localmente finita lo ¢!
Poiché Vn € N f(C,) C{P € R?|n <||P|| < n+1}, {f(Cy)} ¢ una famiglia localmente finita.
Dunque f & chiusa. Abbiamo cosi concluso che R*/¢ = R2, O

97Senza dominio fondamentale, in altri casi & utilissimo, ma qui non tanto. Ad esempio & utilissimo quando D &
compatto ma X non lo &: per identificare “chi sia” D/~’, possiamo usare i teoremi che governano mappe da compatti in
spazi T5.
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Esercizi I settimana (Secondo semestre)

Esercizio 53. Siano X uno spazio topologico, ~ una relazione di equivalenza su X em: X — X/~ la
proiezione al quoziente. Sia A un sottoinsieme di X e sia ~' la relazione di equivalenza su A definita
restringendo ~, ovvero per ogni ai,as € A poniamo a1 ~' az se e solo se ay ~ as. Supponiamo inoltre
che la restrizione di m ad A sia surgettiva.

(1) Si mostri che Uinclusione i : A — X induce una bigezione continua i : A/~ — X/~.

(2) Si dica se A/~ e X/~ siano omeomorfi.

. . . . ( N . . N p N .
Dimostrazione. (1) L’inclusione A — X ¢ continua = anche 7 o7 lo ¢ (perché 7 ¢ continua).
Osserviamo che moi(a1) = 7o i(ag) <= a1 ~ a2 <= a1 ~' as. Dunque 7 o ¢ induce una mappa

continua e iniettiva A/~ — X/~

A/N/

Poiché, inoltre, m, & surgettiva = m o ¢ e surgettiva = anche 1 & surgettiva = 4 & continua e
bigettiva.

(2) Se X =R, ~ ¢ indotta dall’azione di Z per traslazioni e A = [0, 1), allora le ipotesi sono verificate
e ~' & la relazione banale [¥] Dunque 4/~ = A 20, 1).

Notiamo che la composizione [0, 1] <— R —— R/~ & continua (composizione di continue) e surgettiva,
ma [0, 1] &€ compatto e 'immagine continua di un compatto € compatta, per cui £/~ ¢ compatto, mentre
A/~ 210,1) non lo &. Percio, in generale, i : 4/~ — X/~ non ¢ un omeomorfismo. O

980,1 ~' a2 < a1 = az.
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2.25 Topologia dei proiettivi

Sia K =R o C, che d’ora in poi identifichiamo (almeno topologicamente) con R?, dunque C" con R?".
P (K) = K""'\{0}/~, v ~ v < v = X' A € K*, dunque P"(K) & uno spazio quoziente. E in particolare
il quoziente per un’azione di gruppo:

K* x Kntl \ {0} — Knt1 \ {O}
(A, v) — A-v

Poiché R"*! (e dunque R"*1\ {0}) e C"*! (e dunque C"*!\ {0}) hanno la loro topologia Euclidea,
P"(R) e P"(C), che doteremo sempre della topologia quoziente, sono spazi topologici.

2.25.1 Caso reale

L’azione di R* su R"™!\ {0} non & propria E tuttavia ovvio che S” C R"t1\ {0} incontra tutte le
classi di equivalenza: Vv € R**1\ {0} v ~ ﬁ € S™. Inoltre, v,v’ € S™ sono equivalenti <= v = \/,
A # 0 <={ 1y = +0/, in quanto deve valere |[v|| = || \/|| = || - |/, da cui [\| = 1, ciod A = £1.
Vogliamo dimostrare che in effetti:

Teorema 2.25.1. P"(R) = 5"/+1d.

h: R\ {0} — 5"
Dimostrazione. Siano i : S" — R"1\ {0} e v\{ } L,
Toll
sione e la normalizzazione. Passando al quoziente rispettivamente su $"/+1d e P™"(R) e definendo

S"/+1d # P"(R),

rispettivamente 'inclu-

§7 iy RPHI {0} —T PY(R)

l”/ /

S"/+1d

«a € continua per il Teorema [2.24.2

R\ {0} —y 7 —™ 57/21q
lﬂ' /
P™(R)

Analogamente, 8 ¢ continua.
Per quanto detto, o e 8 sono una l'inversa dell’altra, per cui sono omeomorfismi. ]

Corollario 2.25.2. P*(R) é Ty, compatto e connesso per archi (dunque connesso).

Dimostrazione. S™ & localmente compatto e Ty e {+=1d} & un gruppo finito, dunque ogni sua azione &
propria = P"(R) = 5"/+1d & Tb.

Inoltre, S™ & compatto e connesso per archi (se n > 1) per cui anche P™(R), essendone immagine
continua, lo &. Se n = 0, PY(R) & un punto, che percid & connesso per archi. ]

Teorema 2.25.3. Su D" = {v € R" : |jv]| < 1}, se ~ é definita da
vev = o= o (o] =[] =1 ev==0),

allora P™(R) = D"/~.

99R*

& un “gruppo continuo”, dunque ci sono moltissimi elementi che “spostano poco” R™™*\ {0}:
ad esempio (1 —e,1 4 ¢) C R* agisce stando vicino all’identita.
109Poiché |lv]| = ||v']| = 1.
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Dimostrazione. Sia H = emisfero Nord di S™ = {v = (x0,...,2n) € S™ |z > 0}, allora H ¢ un
dominio

fondamentale per 'azione di +1d su S™ (molto facile). }_{

La restrizione dell’azione di +1d ad H identifica solo i punti di

0H = {v = (z0,...,2n) € S™ |z = 0} opposti. Se chiamiamo ~/'

questa relazione di equivalenza, le mappe g
o H — D" S"‘
(Toy .y xn) — (T1,...,2p)
e
R D» — H
(X1, van) — (V1—a2— =22z, xp)

“Proiezione nell’iperpiano zo = 0.

sono omeomorfismi che inducono al quoziente omeomorfismi H/~’ é D"/~ | ma, per il Teorema
2.24.13|e il Teorema [2.25.1] H/~/ = 5"/11d = P"(R), dunque P"(R) = D"/~. O

2.25.2 Proiettivi reali in dimensione bassa

e PY(R) & un punto.

e P}(R) = D'/~ (Teorema [2.24.6)).
Se n =1, ~ identifica i punti antipodali di D" = [—1, 1], cioe /‘\
1 e —1, dunque PY(R) = [-L1]/{1,-1} = St Q L

e P2(R) = D?/n;

\!

O

Rimuoviamo un disco concentrico, ricordandoci che
dovremo riattaccarlo, ottenendo
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Ribaltiamo la striscia inferiore e scambiamole di C

posto, ottenendo ? L L
o
<

Incolliamo le strisce e applichiamo una mezza
torsione alla nuova striscia ottenuta

Vs
Incollando i lati verticali della striscia come prescritto dalle frecce, poiché siamo in presenza di una

mezza torsione, otteniamo un nastro di Mobius:

= Mobius incollato a D? lungo OMobius, dove
OMGobius & 9D? = §!

2.25.3 Caso complesso

Proposizione 2.25.4. P"(C) ¢ compatto e connesso per archi |ﬂ_ﬂ-|

Dimostrazione. Posto su C*t1 22 R?"*2 i] prodotto scalare standard, possiamo prendere
S2n+1 — {U c Cn+1 . ”UH — 1} C Cn+1 \ {0}

Vv € C"HL\ {0} v ~ o> dunque 7 : Ct1\ {0} — P™(C) si restringe a

Tl ganit : Sl Pn(C) surgettiva

Poiché 7 & continua e S?"*! & compatto e connesso per archi, anche P*(C) lo &. O

Teorema 2.25.5. P"(C) = 8>/ dove v1 ~' vy <= I\ € C, con || = 1, tale che vi = \vy.

Dimostrazione identica al caso precedente.

Se dotiamo S! = {\ € C : |A| = 1} della naturale struttura di gruppo moltiplicativo e consideriamo
Sl X 52n+1 N 52n+1
I’azione , allora P"(C) = $*"*!/s1. Questa azione, al contrario del caso reale,
(A, v) — v

NON é propria (per cui bisogna dimostrare che P"(C) sia T, diversamente, per esempio a mano).

101 Come P™(R), sostanzialmente per le stesse ragioni.
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2.25.4 Proiettivi complessi in dimensione bassa
¢ P%(C) & un punto.
Teorema 2.25.6. P1(C) = §2.

Dimostrazione. Ricordiamo che P™(K) & ricoperto da n + 1 carte affini:

Ji : K" — Ui

1=0,....,n
(X1, ymy) — (T, @, Lmig1, .o, X)) T

con U; = {[zo,...,zn) € P*(K)|z; # 0}. Ora, se K =R o C, allora J; ¢ un omeomorfismo da R"
o C" in U; (vedasi sotto). Nel caso n = 1, otteniamo P}(C) = Uy U Hp , con Uy = C! = C,

carta punto
affine all’infinito

Hy = {p} ep=10:1]. Abbiamo visto che P"(R) ¢ T3 ed ¢ possibile dimostrare che anche P"(C) lo & (ma
attenzione: & un po’ pit difficile). Dunque P!(C) & compatto (vedasi sotto), To e P1(C)\ {p} = C = R2.
Dunque P!(C) & la compattificazione di Alexandroff di R? che & S? (stiamo usando I'unicita di tale
compattificazione per la quale serve la condizione T5). ]

2.25.5 Ultime proprieta dei proiettivi

Proposizione 2.25.7. Come detto sopra, le carte affini sono omeomorfismi con limmagine e gli
U; CP"(K), con K=R o C, sono aperti in P"(K).

Dimostrazione. Vediamolo per Uy (gli altri casi sono identici):
Uo = {(z0,...,z,) € P*(K) |z # 0}, per cui, se 7 : K*™1\ {0} — P"(K), allora

“H(Uo) = {(w0,..,xn) € K"\ {0} [ # 0} = (K™ {0}) N {0 # 0}

dunque 7~ 1(Up) & aperto in K"\ {0} e percid Uy & aperto in P*(K).

Consideriamo « : K" — Uy e § : Uy —> K" rispettivamente la carta affine relativa a Uy e la sua
inversa, cio¢ a(x1,...,x,) = [L,z1,...,2,] € B([:z:o, .. ,xn]) = (%, oy B ) Per concludere, dobbiamo
verificare che siano continue:

K" — K\ {0} & 0
(T1,...,Tp) +— (1,x) —  [1, 2]

Essendo composizione di funzioni continue, a & continua.
Per la continuita di 3, usiamo la proprieta universale: se Uy = {(zo, ..., z,) € K"\ {0} |29 # 0},

Uy —2— K»

L A

Uo/~ = Uy

o(xo,y ... xn) = (%, e 900) Dalla continuita di ¢ segue quella di 3, per la proprieta universale

della topologia quoziente. B
(C’é un dettaglio da sistemare: Uo/~ ¢ in bigezione naturale con Up, ma perché la topologia quoziente

di Uo/~ & uguale a quella di Uy come sottospazio di P*(K)? Qui U & un aperto saturo...). O

Definizione 2.25.1. Uno spazio topologico X ¢é una varieta topologica n-dimensionale (o n-
varieta topologica) se

1. VP € X 3U intorno aperto di P omeomorfo ad un aperto di R™;
2. X eTy;

3. X ¢ a base numerabile (alcuni autori omettono questa condizione).
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Esempio 58. Abbiamo visto che P™(R) é una varieta n-dimensionale (il fatto che sia a base numerabile
é facile): € Ty e ogni punto giace in un aperto affine U; = {x; # 0} che é omeomorfo a R™.

Esempio 59. P*(C) ¢ una varieta topologica 2n-dimensionale, in quanto U; = {z; # 0} = C" = R?",

Esempio 60. S" ¢ una n-varieta topologica: €15, € a base numerabile e le due proiezioni stereografiche
2] mostrano che S™ & ricoperto da due aperti, ciascuno omeomorfo a R™.

Proposizione 2.25.8. Sono fatti equivalenti:
@ Ogni P € X ammette un intorno aperto omeomorfo a un aperto di R™;
@ Ogni P € X ammette un intorno aperto omeomorfo a B(0,e) C R"™;
@) Ogni P € X ammette un intorno aperto omeomorfo a R™.

Infatti, vale (@<= @) in quanto B(0,£) = R™ (ad esempio tramite z —> %),
(@= (@) ¢ ovvio, perché B(0,¢) & un aperto di R";
(O=©) dato U = Q, con Q2 C R™ aperto, possiamo traslare
Q in modo che 'omeomorfismo ¢ : U — () sia tale che

©(P) = 0. Poiché Q ¢ aperto, 3¢ > 0 tale che B(0,6) C Qe U ¥
ora poniamo U’ = ¢~ !(B(0,¢)) che & aperto in X (aperto in 1S Ty
U in quanto ¢ & omeomorfismo, che ¢ aperto in X) e U’ = P

J JL
B(0,¢). 0. l{“(@(o,s})

Domanda: la condizione 1. nella Definizione [2.25.1] (cioe I'essere localmente omeomorfi a R™)
implica la 2. (cioe essere T5)?
Risposta: no, come mostra il seguente esercizio.

10279gliendo il polo Nord e il polo Sud.
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Esercizi II settimana
Esercizio 56. Sia X =R x {—1,1} e si consideri la relazione di equivalenza su X data da

(x,€) ~ (y,€") se e solo se (x,¢) = (y,€') oppure x =y e x # 0 (e dunque anche y # 0)

Sia infine Y = X/~. e culeff ki
@ Si mostri che Y €& Ty ma non T5. S8 NQ‘Z | I 7/ L
| ph :
@ Si mostri che ogni punto di'Y ha un intorno g ) { {r é"‘“‘:ﬁ?ﬂf

aperto omeomorfo ad un aperto di R.

\]/\\/_

: o oyl
| N

iltR—) X

. Diciamo che, se 7 : X — Y ¢ la proiezione al quoziente,
z — (1)

Dimostrazione. (2) Sia

allora moi; : R — Y induce un omeomorfismo tra Ag

Remoii(R) =Y\ {[(0,—1)]}, che & un aperto di T e —— X
Y. Verifichiamo che 7 o i1(R) sia aperto: infatti, R

7r_1<7r(i1(R))> = X\ {(0,~1)} & aperto in X (X |

¢ Ty in quanto sottospazio di R?). Ora, la mappa = [¢e3

h: X — R . Y

(2,6) —s passa al quoziente inducendo e
B Z,&e x \ E(o —[)]
h . Y — R '

[z,e] —
Poiché h & continua, anche h lo & e E|Y\{[(O’_1)]} : Y\{[(0,—1)]} — R & chiaramente 'inversa insiemistica
di oy, che percio ¢ un omeomorfismo tra R e Y\ {[(0, —1)]}.

(I fatto che 7 o4y sia continua ¢ ovvio in quanto sia 7 che i; sono continue.)
i-1: R — X
r — (z,—1)

Y = (Y \{[(0, =11} u (Y \ {[(0,D)]})

e ricoperto da aperti omeomorfi a R.
@ 11 fatto che Y sia T} lo abbiamo gia visto sopra. U
Siano U; un aperto di Y che contiene [(0,1)] e U_1 un aperto 4

di Y che contiene [(0, —1)]. *—ef" —’}')—-

Analogamente, se ,alloramoi_g: R — Y\ {[(0,1)]} & un omeomorfismo su

un aperto di Y. Dunque

Quindi, 77 '(U;) ¢ un aperto di X che contiene rl U
71([[0,1]]) = (0,1) e dunque contiene un sottoinsieme b =
della forma (—e1,e1) x {1} C X. 1, \/——7'7' (4)
Analogamente, 71 (U_1) contiene un sottoinsieme del tipo il
—e_1,e_1) x{—-1} C X. -
( 1 1) { } E 'ﬁ'"( (j_‘ )
Detto 6 = min{ey,e_;}, abbiamo (g, ) en(lh)e (g, —1) € #~Y(U_1), per cui

) )

1) =|l5-1)|€elUinU_

(1)) = () e

che percio non possono essere disgiunti. O
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CAPITOLO

3

GRUPPO FONDAMENTALE E
RIVESTIMENTI

3.1 Teoria dell’omotopia

Domanda fondamentale della topologia: dati due spazi X e Y, sono omeomorfi?

Per distinguere due spazi non omeomorfi, abbiamo usato in-

varianti come connessione, compattezza, assiomi di separa-

zione, ecc... Questo approccio pero difficilmente risponde a
?

domande come: §% = §1 x §1
Sono entrambi compatti, connessi, metrizzabili, non sono sconnessi da alcun sottoinsieme finito, ...
Sono omeomorfi? No, ma, per dimostrarlo, serve la Teoria dell’omotopia.

Definizione 3.1.1. Date f,g : X — Y mappe continue, un’'omotopia tra f e g ¢ una mappa
continua H : X x [0,1] — Y tale che H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) Vx € X. Dato s € [0,1], si
indica con Hy : X — 'Y la mappa Hg(x) = H(z,s) tale che Hy = f e Hy = g. Se una tale H esiste,
allora f e g si dicono omotope e si scrive f ~ g.

Proposizione 3.1.1. Sull’insieme C(X,Y) = {funzioni continue da X inY'} “essere omotope” é
una relazione di equivalenza.

Dimostrazione. () f ~ f: basta prendere H(z,s) = f(x) V(z,s) € X x [0, 1] che ¢ continua, se f lo é.
@) se f ~ g, allora 3H : X x [0,1] — Y continua tale che Hy = f e H; = g. Se poniamo
K : X x[0,1] — Y tale che K(x,s) = H(z,1—s), allora K & continua (in quanto (z,s) — (z,1— )
loe), Kn=ge Ky =f, dunque g ~ f.

B)se f~gegn~ h,allora IH, K : X x [0,1] omotopie tali che Hy = f, Hy = g, Ko = g e K1 = h.
H(x,2s) se s € [0, 3]
K(z,2s—1) sese€ [%,1]'
perché Hi = Kyg=g (dunque, se s = %, allora H(x,2s) = K(x,2s — 1)) ed ¢ continua perché lo sono
le sue restrizioni a X X [O, %] ea X X [%, 1], quindi questi due insiemi, essendo chiusi ed in numero
finito, danno un ricoprimento fondamentale di X x [0, 1]. O

Poniamo H : X x [0,1] — Y tale che H(z,s) = { H ¢ ben definita
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Ricordiamo che un sottoinsieme 2 C R™ si dice
stellato rispetto a xg € 2, se Vax € Q il segmento
[zo, x] = {txo+(1—t)z |t € [0,1]} & tutto contenuto
in Q: & convesso, se ¢ stellato rispetto a ogni suo

punto (cioe [x,y] C Q Vx,y € Q).
Covverne Ml} me Mwsm
o (o (ywm‘;mmcmw)

Proposizione 3.1.2. Siano Q2 C R" stellato e X qualsiasi. Tutte le mappe X — € continue sono
tutte omotope tra loro.

Dimostrazione. Sia ) stellato rispetto a zg. Poiché essere omotope € una relazione di equivalenza,

mostriamo che una qualsiasi f : X — Q & omotopa alla costante )
) x
h: ;( : 2) Vz € X. Basta porre H(z,s) = (1 — s)f(x) + sxo.
Fissato z € X, H(x, s) parametrizza il segmento tra f(z) e zo. o
Il fatto chiave e che tale segmento sia davvero contenuto in ) perché (2
¢ stellato, dunque effettivamente H : X x [0,1] — € & ben definita.
E immediato che H sia continua, Hy = f e Hy = h. O

. n n . n n
Esempio 61. ld: R® — R Vr € R" e fi RT — R

Vx € R" sono omotope:
r — T xr — 0

H(z,s) = sx (oppure H(xz,s)=(1- s)x)

Esempio 62. Id : R?\{0} — R2\{0} ¢ omotopa ad una costante?
H(x,s)=(1—s)r+s(1,0), Hy =1d e Hy = costante a valori in /
(1,0) € R2\ {0}. i =TT
NON FUNZIONA, in quanto questa H non ha valori in R?\ {0}. [_)o 1
Ad esempio, H((—l,O), %) = (0,0). &
In effetti, si puo dimostrare che Id e f non sono omotope.

Notazione: Dati X,Y topologici, [X,Y] = classi di omotopia di mappe da X in Y.

(oo) : (o)

Proposizione 3.1.3. Siano X,Y, Z topologici. Se f,f': X — Y eg,q : Y — Z verificano f ~ f'
egn~g, allorago f~golf.

Dimostrazione. Siano H : X x [0,1] — Y e K : Y x [0,1] — Z le omotopie tra f, f’ e g, ¢ rispetti-
X x[0,1] — Z

te. Poni
vamente. Poniamo (2,5) N K(H(w,s),s)

e otteniamo percio 'omotopia cercata. [

Definizione 3.1.2. Sia f : X — Y continua, un’inversa omotopica di f é una g : ¥ — X
continua tale che ‘ fog~Idy e gof ~Idyx ‘

Se f ammette un’inversa omotopica, allora si dice equivalenza omotopica, mentre X e Y si dicono
omotopicamente equivalenti (o, pitu brevemente, omotopsi).

Naturalmente, un omeomorfismo ¢ un’equivalenza omotopica e spazi omeomorfi sono omotopica-
mente equivalenti. 1l viceversa pero e falso:

Esempio 63. Se Q CR" ¢ stellato (ad esempio Q@ = R™), allora Q2 é omotopicamente equivalente
a un punto.

Dimostrazione. Siano X = {P}, f : Q@ — X l'unica mappa

possibile (f(z) = PVaz € Q) e g: X — Q qualsiasi. f e g sono /EW vl
costanti, dunque continue. fog: X — X & 'identita, mentre )( ’
gof:Q — Q& omotopa ald : Q — Q perché, essendo @ °

"

stellato, tutte le mappe a valori in {2 sono omotope. ]
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Definizione 3.1.3. Uno spazio si dice contraibile, se é omotopicamente equivalente a un punto.

Abbiamo dunque appena visto che i domini stellati sono contraibili.

\

Proposizione 3.1.4. “Essere omotopicamente equivalenti” é una relazione di equivalenza tra spazi
topologici.

Notagione: X 2Y =“X ¢ omeomorfoa Y’ e X ~Y =“X ¢ omotopo a Y.

Dimostrazione. Riflessivita (X ~ X): in quanto Id : X — X & un’equivalenza omotopica.
Simmetria (X ~Y =Y ~ X): & ovvio, perché, se f ammette inversa omotopica g, allora f stessa
¢ inversa omotopica di g.

Transitivita (X ~Y eY ~Z = X ~ Z): 3f : X — Y e g:Y — X inverse omotopiche una
dell’altraed dJh: Y — Z e k : Z — Y inverse omotopiche una dell’altra.

Diciamo che ho f : X — Z e gok : Z — X sono inverse omotopiche una dell’altra.

Infatti, (gok)o (ho f): X — X verifica

f h
— —
(gok)o(hof)=(go(koh))ofr~(goldy)of=gofn~Idx X&QJYYZ

in cui abbiamo usato la Proposizione la quale ci assicura che 'omotopia si comporta bene
rispetto alla composizione.

Analogamente si mostra che (ho f)o(gok) ~1Idz, per cui ho f e gok sono equivalenze omotopiche
e X ~Z. O

In particolare, abbiamo dimostrato anche che la composizione di equivalenze omotopiche ¢ un’e-
quivalenza omotopica.
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3.2 1l funtore

(Gia visto nel paragrafo Componenti connesse e connesse per archi.)

Definizione 3.2.1. Dato X topologico,
mo(X) = {componenti connesse per archi di X} = X/~

dove x ~y <= Iy :[0,1] — X arco tale che v(0) =z e y(1) = y.
Abbiamo visto che, se f : X — Y ¢& continua, allora induce foi mo(X) — mo(Y)

La “funtorialita” di questa costruzione é dovuta al fatto che:
1. Id : X — X induce 1d : mo(X) — mo(X);
2. date f: X — Y eg:Y — Z, (g0 f)x = g © fu.

mo € percio un funtore:

7o (Spazi topologici, funzioni continue) — (Insiemi, funzioni)
(X) f) — (WO(X)v f*)

Un isomorfismo di una categoria € una freccia f : X — Y tale che esista una freccia g : ¥ — X
per cui fog =Idy e go f = Idx. Deriva proprio dalle proprieta di funtorialita che un funtore trasformi
un isomorfismo della categoria di partenza in un isomorfismo di quella di arrivo: se fog = Idy e
go f =1Idx, allora

fioge=(fog)=(Idy). = IdB

gso fe= (g0 fe = (ldx). =1d

dunque, se f ¢ un isomorfismo, allora anche f, € un isomorfismo.

Nel caso del m, la funtorialitd di mg implica percio che spazi omeomorfi abbiano 7y isomorfi nella
categoria (insiemi, funzioni), cioe abbiano 7y con la stessa cardinalita, ovvero abbiano lo stesso numero
di componenti connesse per archi.

Teorema 3.2.1. Se f,g: X — Y sono tali che f ~ g, allora f., g« : m1o(X) — mo(Y") sono uguali.

Dimostrazione. Sia H : X x [0,1] — Y un’omotopia tra f e g. Vx € X la mappa

Yz [0,1] —> Y
s +— H(x,s)

¢ un cammino in Y che congiunge f(z) = H(z,0) con g(x) = H(x,1), dunque [f(z)] = [g(x)] e percio

F([21) = g:([2])- .

Corollario 3.2.2. Se X ~ Y, allora mo(X) = mo(Y"), cioé il numero di componenti connesse per archi
e un tnvariante di omotopia.

Dimostrazione. Siano f: X — Y e g: Y — X inverse omotopiche 'una dell’altra, quindi

feoge=(fo9)e =7 (dy)s = Idryy)

Analogamente, g. o fx = (g0 f)« = (Idx)« = Id (x), dunque f. & una bigezione (con inversa g.) tra
WQ(X) (S 7T0(Y). ]

'Freccia nella categoria di arrivo.
2Perché f o g ~ Idy e per il Teorema m
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3.3 Retratti e retratti di deformazione

Definizione 3.3.1. Dati X topologico e Y C X, se Ir: X — Y continua tale che r(y) =y Yy € Y,
cioe, sei:Y — X ¢ linclusione e r o1 = Idy, allora Y é un retratto di X.

Tale v st chiama retrazione.

Y ¢ un retratto di deformazione, se 3H : X x [0,1] — X continua tale che:

o H(z,0) =z Vo € X (cioée Hy =1d);
e H(z,1) €Y Vo € X (cioe Hi(X)CY);
e H(y,s)=yVyeY eVs el (cio¢e H fissa Y punto per punto a ogni istante).

Se Y ¢ un retratto di deformazione ¢ anche un retratto: basta porre r(z) = H(z,1) Vo € X per
ottenere r : X — Y continua tale che r(y) =y Vy € Y.

. . o . . . r: X

Osservazione 77. Dati X e xg € X qualsiasi, xg € un retratto di X, in quanto -

Vo € X ¢ continua e verifica r(xg) = xo.
In generale, pero non é un retratto di deformazione.

Osservazione 78. Se Y ¢é un retratto di deformazione di X, allora’Y ~ X.
X — Y

x — H(z,1)
H che compare nella definizione di retratto di deformazione, si ha roi = Idy eior = H; EL ma
Hi ~ Hy=1Idx, per cut tor ~ Idx e dunque r et sono equivalenze omotopiche.

Infatti, dette i : Y — X [inclusione e la retrazione indotta dall’omotopia

Osservazione 79. Dall’Osservazione discende che, se {xo} C X é un retratto di deformazione,
allora X é contraibile.

Osservazione 80. Per quanto visto su my, se X é contraibile, allora mo(X) = ({P}), cioe X deve
essere connesso per archi.

Domanda;: esistono spazi connessi per archi non contraibili?
Risposta: si, ma come si dimostra che uno spazio non ¢ contraibile?

3.3.1 Importante esempio di retratto

Esempio 64. S™ ¢ un retratto di deformazione di R"™1\ {0}.

Idea: basta porre he)

WL

H: R\ {0))x[0,1] — R\ {0) S'sR 33

(v, $) — (1 —s)v—|—sHZ—H

E fondamentale notare che questa mappa sia ben definita, in quanto |v]| # 0 Yo € R 1\ {0} e
H(v,s) # 0 (ciot appartiene a R™™!\ {0}) V(v,s) € (R™"1\ {0}) x [0, 1] ﬁ

Domanda: S™ ¢ un retratto di R*™'? La retrazione appena scritta non si estende in 0, ma ne
esistono altre?
Risposta: no, lo vedremo nel caso n = 1 (S' C R?) usando il gruppo fondamentale.

*In quanto i(r(z)) = i(H(z,1)) = H(z,1), dato che H(z,1) € Y.
Cosa ovvia perché s — (1 — s)v + SHZ—H parametrizza il segmento che congiunge v a ﬁ, segmento che non passa
per lorigine.
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3.4 Gruppo fondamentale (o Primo gruppo di omotopia)
Notazione: Siano X topologico e xg,z1 € X. Poniamo
Q(X, z0,71) P] = “spazio dei cammini da g a 21" = {7: [0,1] — X continua |y(0) = zg, ¥(1) = =1}

Su questo spazio mettiamo la relazione di equivalenza omotopia di cammini, secondo cui v &
omotopo a ' come cammino, se 3H : [0,1] x [0,1] — X tale che

e Hy=H(-,0)=~ve H = H(-,1) =7/;
e H(0,s) = (:7(0) :7’(0)) Vs € [0, 1];
e H(l,s) =x1 Vs €[0,1].

Una tale omotopia, per ovvie ragioni, si chiama a estremi fissi.
La richiesta che 'omotopia sia a estremi fissi ¢ fondamentale, in X
quanto, se la rimuoviamo, ogni v risulta omotopo a ogni ' per
7,7 € Q(xo, 1), ad esempio perché ogni v € Q(zg, 1) & omotopo x,
(come mappa, senza guardare gli estremi) alla costante xg tramite e Im% d 1]
H(t,s) =~(st+ (1 —3s)).

(Stiamo contraendo il dominio [0, 1] su {0} e componendo con +.)
Proposizione 3.4.1. L’omotopia di cammini a estremi fissi

¢ una relazione di equivalenza su Q(xg,x1). el 292

Dimostrazione. Riflessivita e simmetria sono identiche al ca-
so dell’omotopia tra mappe: H(t,s) = v(t) ¢ a estremi fissi
e, se H ¢ a estremi fissi, allora pure K (t,s) = H(t,1—s) lo e.
Anche la transitivita e identica al caso generale, perché, giu-
stapponendo due omotopie a estremi fissi, si ha un’omotopia
a estremi fissi. O

Con un abuso di notazione, indicheremo ancora con ~ l’omotopia di cammini.

Esiste una ben definita “giunzione di cammini”: In R?\ {0}:
T)
Qzo,x1) X QUz1,22) — w0, 22) ) 5
(71,72) > Y1*72 ;l)“ Ny
71(2t) e0<t<l o ol e s 207
dove 1 * ¥ (t) = .
71 * Y2(t) {72(%_1) se%gtgl 3 §3°
53

Teorema 3.4.2. Se v1 ~ 7] in Qxp,x1) e y2 ~ v in Q(z1,x2), allora y1 % v2 ~ v} v, in Q(zo, x2).
(Slogan: “I’omotopia di cammini si comporta bene per la concatenazione”.)

Dimostrazione. Se H, K sono omotopie tra 71,7 e 72,7

b"l %
rispettivamente, allora poniamo Xﬂx. % 7,
bl 2

H+K: [0,1] x[0,1] — X
t.9) {H(Qt, s) (1)
2

si incolla bene proprio perché

1
2
1 H(1,s) =21 e K(0,s) =21 Vs € [0,1].

I/\ |/\

<t
K(2t—1,s) <t

E ben definita (e percio continua) proprio perché H e K sono
a estremi fissi! O

®Oppure Q(z0, 1), se X & chiaro o poco importante.
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Definizione 3.4.1. Dato z¢ € X, il gruppo fondamentale di X con punto base xq é
m1(X, z9) = UX,w0,20)/~
cioe l'insieme delle classi di omotopia dei cammini con punto iniziale e finale xq, detti “lacct” in xg.
Dimostriamo ora che (X, zg) sia un gruppo con la seguente operazione

7T1(X7 .CU(]) X Wl(Xv .%'0) — ﬂ—l(Xa .CU(])

(L], (1) — o p]

(ben definita per il Teorema (3.4.2)).

Lemma 3.4.3. Se o € Q(xg,z1) e j:[0,1] — [0,1] & continua tale che 5(0) =0 e j(1) = 1, allora
[a] = [ao j] in Qzox1)/~, cioé riparametrizzazioni di un cammino sono omotope al cammino.

Dimostrazione. Basta porre H(t,s) = a(st + (1 — s)j(t)). O
Associativita: dobbiamo vedere che Vo, 8,7 € Q(xg, x¢),
(ax B+~ ax (B%7)

E immediato verificare che (ax B) * v € una riparametrizzazione di « * (3 %), per cui i due cammini
sono omotopi (Lemma (3.4.3)).

Elemento neutro: scegliamo 1 = [cg,], dove ¢z, ¢ il cammino costante in .

Infatti, ¢z, * @ e a * ¢y, sono riparametrizzazioni di «, per cui sono omotopi ad . Ad esempio,

0 set e [0,%]
1

Cxo*a:aoj’conj(t):{%—l sete [L1]
2

Inverso: dato a € (zg, 1), porremo a~! € Q(z1,70) tale che a~1(t) = a(1 — t), cioé a percorso
nel senso inverso. Se a € Q(xg, z¢), allora a~t € Q(zg,z0) e proviamo a porre [a]~! = [a~!]. Basta
vedere che a ~ 3 = a~! ~ B! cosicché [a]™! sia ben definita ﬂ Inoltre, bisogna verificare che
davvero [a] - [a] 7! = [a] 7! - [a] = [eg,], cio che axa™! ~ ¢y e a7t
esempio che a * ™! ~ ¢y . \/17_‘16 ] y:?_é
Idea: al tempo (dell’omotopia) s, percorriamo « tra 0 \ i

* o ~ cg,. Basta vederne una, ad

> b ki a(s))

H & ben definita: se s = 2t, le prime due formule coincidono mentre, se s = 2 — 2¢, le ultime due
formule coincidono [l

Per H(0, s), dobbiamo sempre applicare la prima formula che da «(2t) = a(0) = zp.

Per H(1,s), possiamo applicare la terza che da a(2 — 2t) = a(0) = zo.

Dunque H ¢ un’omotopia a estremi fissi.

Per H(t,0), applichiamo la seconda formula ottenendo H(t,0) = a(0) = zq V¢, cioe Hy = ¢z, .

Per H(t,1), dipende: se t < %, applichiamo la prima formula e abbiamo «(2t), se invece t > %,
applichiamo la terza e abbiamo /(2 — 2t).

Dunque, H; = ax o~ ', in quanto

1 a2t set <
Tl @ - D =a(l- @2t -1) =a2—2) set>

e s e torniamo indietro, cosi, per s = 0, abbiamo ¢, e, o -l
per s = 1, abbiamo a % o~ L.
a(2t) se s > 2t Xo o &
el e
H(t,s) =< a(s) ses <2tANs<2—2t S Ve
a(2—2t) ses>2-—2t 7 (d < d
S
2

D= DN

Abbiamo cosi mostrato che m1 (X, zp) & un gruppo.

SVerificarlo per Esercizio.
"Che le formule siano ben definite, cioé ad esempio che calcoliamo a(2s) solo quando 2s < 1 discende dalla costruzione.
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3.5 Bouquet (o Wedge) di spazi topologici

E| Siano X,Y due spazi topologici. L’unione disgiunta di X e Y E| e lo spazio topologico Z = X UY
dotato della topologia per cui U C Z ¢ aperto <= U N X e apertoin X e UNY ¢ aperto in Y E
X,Y sono entrambi aperti e chiusi di Z, dunque, se sono non vuoti, allora Z e sconnesso. Inoltre, le
inclusioni X < Z e Y —— Z sono immersioni topologiche (tutto ovvio).

Z & compatto <= X e Y lo sono.

Infatti, X e Y sono chiusi in Z, per cui, poiché i chiusi in un compatto sono compatti, se Z & compatto,
allora anche X e Y lo sono [

Viceversa, se X e Y sono compatti, allora Z & unione di due compatti e dunque ¢ compatto.

Veniamo al bouquet: siano xg € X, yg € Y due punti base.
(X.20) V (Y,0) = X0V g0}
Y

Quando & chiaro (o irrilevante) chi siano xg e yo, si scrive O=1=0re

XVY =(X,z0) V (Y, 50) ./ XY
Siai=mwok,conk: X—XUYenm: XUY —XVY.

(1) Si mostri che le mappe i : X — X VY, j:Y — X VY indotte dalle inclusioni di X,Y in XUY
sono immersioni topologiche.

E chiaro che i sia iniettiva. Dimostriamo che & un’immersione topologica (cioé un omeomorfismo con
I'immagine) cosicché ritroviamo una copia di X dentro X VY. i & continua in quanto composizione
di k (che & continua per quanto visto sopra) e 7 che & sempre continua.

Per concludere, basta vedere che i sia aperta sull’immagine,
cioe YA C X aperto i(A) deve essere aperto in ¢(X). Infatti,
i(A) =UnNi(X),dove U =7m(AUY), ¢ aperto in X VY, in
quanto AUY ¢ un aperto saturo di X UY.

(2) X VY é connesso <= sia X che Y lo sono.

E facile da verificare.

(8) X VY é compatto <= sia X che Y lo sono.

(<:) X,Y compatti = X UY compatto = X VY com-
patto, perché quoziente di un compatto.

(:>) Saremmo tentati di dire che, se X VY e compatto,
allora anche X lo ¢ in quanto chiuso in X VY (X = i(X)).
Molto spesso X & chiuso in X VY, ma non sempre (vedasi il
punto successivo).

Poiché X = {(X), basta vedere che i(X) sia compatto. Sia
Q = {U, }ier un ricoprimento aperto di ¢(X) e Vi € I poniamo

{UZ’ sSe [.%'0] ¢ Ui

o ()
! U, U I(Y) se [:L‘o] eU;
Ora, U/ & sempre aperto in X VY /

se [1o] ¢ U, 71 (U!) = n=1(U;) = U; che & aperto in X UY; US D)

se [xg] € U;, 7~ 1(U!) = U; U Y, che & aperto in X UY.

Inoltre, {U/}icr € un ricoprimento di X VY poiché U; C U}, di sicuro ricopre i(X) e, poiché Jip tale
che [zo] € Uj,, abbiamo i(Y') C U] . Per compattezza di X VY, 3J finito tale che

xvy=Ju=ix)clJu
ied ied

8Vedasi Esercizi II settimana, Esercizio 58.

9Vedasi Esercizi II settimana, Esercizio 57.

19 facilissimo verificare che sia una topologia.

" Stiamo usando che i : X — i(X) C Z sia un omeomorfismo.
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(4°) i(X) ei(Y) sono chiusi in X VY <= {xo} & chiuso in X e {yo} é chiuso in Y.
Infatti, ¢(X) & chiuso <= 71 (i(X)) @ chiuso in X UY <= X U {yo} & chiuso in X UY %{90}
¢ chiuso in Y.
Analogamente, i(Y) & chiuso in X VY <= {z¢} & chiuso in X.

In particolare vale: (4) Si mostri che se X eY sono Ti, allora i(X) e j(Y) sono chiusi in
X VY e le mappe i,j sono chiuse.

(5) Si mostri che se X eY sono Ty, allora X VY é Ty.
Esempio 65. STV S'=Z={((z-1)*+y*-1)((z+1)*+y*—1) =0} CR?
Dimostrazione.

w: St (W St — Z
(cosf,sinf) — (cosf — 1,sin6)
(cos@,sinf) —— (cosf+ 1,sinb)

¢ & continua perché ¢ continua su ciascuna copia di S* < lg’

e le due copie di S' in S* U S danno un ricoprimento ET T (\“
aperto, dunque fondamentale. P @ QO

E anche chiaramente surgettiva e o(P) = ¢(Q) <= \_,/ \q(ﬂ:y(&)

P = @Q oppure P, (Q sono come in figura.
Dunque, ¢ induce @ : S' vV S! — Z continua e bigettiva. Poiché S' Vv S! & compatto e Z C R? & Ty,

@ € un omeomorfismo (Teorema [2.20.6)). O

12Poiché X & sempre chiuso in X.
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3.6 Cammini in Q(xg, z¢) e mappe S — X

E Siano X uno spazio topologico, 29 € X e j : [0,1] — S? tale che j(t) = e*™ = (cos 27t, sin 27t)

(vediamo S! come sottoinsieme di C = R?).
Mostriamo che Vo € Q(z0,79) 3@ : S* — X continua tale

= (0, o) I B o o
che « = @ oj (e dunque a(l) = zp). Poiché j ¢ un’identifi-  ,

cazione, per il Teorema [2.24.3| cioe induce [0:1]/{0,1} = St, © ! %
a:S' — X, oltre ad essere ben definita, & continua. lj

Fatto 3.6.1. [a] = 1 in m(X,z9) < @ si estende in 3f«\:3{))-_|
maniera continua su tutto D?.

Dimostrazione. (=) [a] =1 = 3H omotopia fatta cosi: 2 H
% aae AN

LN

n N /°,
(”/") ('

Collassando i tre lati di [0, 1] x [0, 1] che vengono mandati nella costante H
Tp, otteniamo ancora un quadrato (& D?) il cui bordo sard uguale P X
alllimmagine del quarto lato. A
H ¢ continua (e ben definita proprio perché i tre lati azzurri vanno lw@mr

in zp) per le proprieta della topologia quoziente e fornisce 1’estensione | s 7]

. PN 2 o
continua cercata di a su D~. EP)nCaLEM%]
A

(<:) Ora sappiamo che 3A : D? — X tale che A|S1 - a.
Sia K :[0,1] x [0,1] — D? tale che K(t,0) = ¢*™" e

K(t,1) = H(0,s) = H(1,s) =1 € St C D?

Poniamo H = A o K e dunque otteniamo [a] = 1. O

Proposizione 3.6.2. La mappa o — & induce una ben definita v : 71(X,x9) — [St, X].
Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che av ~ 3 (a estremi fissi) = a ~ B (come mappe da S Lin X).
Se H : [0,1] x [0,1] — X ¢ un’omotopia a estremi fissi tra 8

a e B, poiché H(0,s) = H(1,s) = o Vs € [0,1], allora H &D L 10 bkl

induce una ben definita H : [0.1/{0,1} x [0,1] — X, da cui o va Tulle

H : S'x[0,1] — X, che & 'omotopia richiesta tra & e 3 (al I” L5 i X
solito, identifichiamo S' con [0,1]/{0,1} tramite [t] = ™). x T
X IRRULEUNTE
MK‘MD{‘K&L FQOP‘U[ZMNA'

[
Teorema 3.6.3. (D) Se X ¢ connesso per archi, allora 1 : (X, x9) — [S*, X] & surgettiva.

@ ¥(g9) = 1(h) <= g e h sono coniugati.

Dimostrazione. (I) Basta vedere che ogni v : S' — X sia omotopa a 5!
una 3 : S' — X tale che 8(1) = zg. Infatti, una tale O /S/\ex,
B =@, con a(t) = B(e2™). L ? o2

Si tratta percio solo di una questione di punti base.
Poiché X ¢ connesso per archi, 3§ : [0,1] — X tale che 6(0) = z¢ e
6(1) =~(1) = a1
Inoltre, v = 7 per qualche 7 : [0, 1] — X tale che 7 € Q(x1,z1).
Poniamo 5 = 5/ik 5 * 61, quindi, per costruzione, 8 € Q(xg, z0).

Infine, sia § = B Vogliamo vedere che v ~ 3 in [S?, X].

13Vedasi Esercizi III settimana, Esercizio 62.
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In effetti, poiché in [S!, X] siamo liberi da punti base, poniamo

Posto Hy(t) = (s %7 * 6, 1) (t), H(t,s) = Hy(t) & l'omotopia cercata
una volta che la facciamo passare al quoziente su S*:
poiché H(0,s) = H(1,s) = d5 Vs, H passa al quoziente su

0.1]/{0,1} x [0,1] = S* x [0, 1]

dando l'omotopia richiesta tra £ e (una riparametrizzazione di) v, dun-
que v ~ B. Questo mostra che, se X ¢ connesso per archi, allora
Y m (X, z0) — [SY, X] & surgettiva.

@ (<) Visto che g e h sono coniugati, g = [a] e h = [§ xa*d '], per
qualche «, ¢ € Q(xo, zo). g/s"

Vogliamo mostrare che @ ~ (§ *m—l) H E esattamente quello che
abbiamo visto sopra E definendo d; come prima, abbiamo di nuovo che *o 2
H: o, 1215?(5%0’ 1 : 5. *af&;l(t) induce H : S x [0,1] — X
omotopia tra a e (0 *E*\é—l). (Retrarre un loop, in questo caso 4,
sul suo punto iniziale/finale puo sembrare strano, ma ricordiamoci che
stiamo lavorando con omotopie libere.)
(:>) Siano g = [a, h = [f] e supponiamo percio a ~ B in [S!, X]. Sia
H : S'x[0,1] — X l'omotopia tra @ e E tale che Hy =a e H| = B
H: [0,1] x[0,1] — X
(t,s) —  H(e?™ 5) " ~

Posto anche 6(t) = H(1 = >0 = 2™l 1), per costruzione, g ) : X

Poniamo

H(0,t) = H(1,t) = 4(¢) T e

“Omotopia (non puntata) per mappe da S in X.
%In questo caso, anche § & un loop, ciot parte e arriva in o, mentre prima abbiamo
trattato il caso generale.

H ci dice che o ¢ omotopo a estremi fissi a § * 3% 07!, percio si ha [a] = [§* %671 = [6] * [B] * [6] L,
cioe [a] & coniugato a [f]. O

Nell’'ultimo passaggio abbiamo usato il seguente utilissimo

g 4
Fatto 3.6.4. Siano C = D? o C = [0,1] x [0,1] e af 1
H : C — X continua. Se poi vy1 e y2 sono due ar- Jﬁ o
chi complementari sul bordo di C che iniziano in P e > P Q
P
¥z | i
/_\9 X
P o

finiscono in Q, allora v1 € omotopo a estremi fissi a vo
(055@'@ Y1,Y2 € Q(H(P),H(Q)))

Idea: il fatto che 71 * v 1 si estenda a tutto D? “da”
'omotopia: infatti, presa A : [0,1] x [0,1] — D? conti- § -
nua tale che A({0} x [0,1]) = Pe A({1} x [0,1]) = Q, {
H=HoA:[0,1]x[0,1] — X & un’omotopia a estremi
fissi tra 71 e 72 (chiediamo anche che A|[

A|[o,1]x{1} =2)-

oax{oy 11 €
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3.7 1l funtore m;

Sia f: X — Y continua tale che f(zg) = yo.

Siano «, 8 € Q(xo, zo) e supponiamo [o] = [F] in 71 (X, x0), cloe a ~ [ come cammini.

Diciamo che foa ~ fo 8 come cammini in Q(yo,yo), cioe [f o] = [f o f] in m1 (Y, yo): infatti, se H
¢ un’omotopia a estremi fissi tra « e 5, allora f o H & un’omotopia a estremi fissi tra foa e f o .
Abbiamo percio dimostrato che ¢ ben definita la mappa

for m(X,20) — m(Y,v0)
] —  [foq]

Data g : Y — Z continua tale che g(yo) = zp, abbiamo
g« : T (Y, y0) — m(Z, 20)

e si ha

(gof)*zg*of*

in quanto (g /). (fa]) = [go f o.a] = g.([f o ) = g. (£ ([a]) ).

E anche ovvio che Id : X — X induca Id, = Id : (X, z0) — m1 (X, o).

Abbiamo percio un funtore, ma tra quali categorie?

La categoria di partenza e Spazi topologici con funzioni continue; a essere precisi, in realta, servirebbe
la categoria degli spazi topologici puntati con mappe continue che preservano la puntatura, in quanto
ad X vogliamo associare 71 (X, x¢) (e dunque ci serve la coppia (X, xo)) e, affinché f : X — Y induca
fe : m(X,20) — m(Y,50), € necessario che f(xg) = yo. La categoria in arrivo invece & quella dei
gruppi.

Poiché le frecce dei gruppi sono gli omomorfismi di gruppo, per avere un funtore serve la seguente

Proposizione 3.7.1. Se f : X — Y ¢ continua, allora f. : (X, z9) — 7r1(Y, f(xg)) e un
omomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Dati [a], [8] € m (X, x0),

pensateci,

fella]-18]) = fe(lax B]) = [fo(axB)] =" [(foa)x(foB)] =[foa]-[fop] = fi(lo])- f([6])
O

Corollario 3.7.2. Se f: X — Y ¢ un omeomorfismo, allora f, : 7 (X, z0) — w1 (Y, f(z0)) & un
isomorfismo di gruppi.

Definizione 3.7.1. Date f,g: (X,x0) — (Y, yo) mappe puntate, cioé tali che f(x¢)

= g(%0) = o,
un’omotopia puntata tra f e g ¢ un’H : X x [0,1] — Y tale che H(xo,s) = yo Vs € [0, 1].

Teorema 3.7.3. Date f,g : X — Y, con f(xo) = g(xo) = vo, se f,g sono omotope tramite
un’omotopia puntata, allora f. = g« come mappe m (X, x0) — m(Y,v0).

Dimostrazione. Sia H 1'omotopia puntata tra f e g, allora V[a| € 71 (X, z0)

H: [0,1] x[0,1] — Y
(t,s) — H(a(t),s)

¢ un’omotopia a estremi fissi E tra foaegoa. O

Vorremmo pero “liberarci” dal punto base e dalla necessita di considerare omotopie puntate.

1Perché H & puntatal
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3.7.1 Dipendenza del m; dal punto base

Siano X topologico fissato e v € Q(xg,x1), con zg, 1 € X.

~ induce una mappa /\/\ X/L X

Qz1,21) —  Qzo,20) .
a — yxakyT °

Proposizione 3.7.4. Se [a] = [8] in 71 (X, x1), allora [yxaxy~1] = [y*Bxvy71] in 7 (X, 20), dunque
la mappa appena descritta fornisce un ben definito omomorfismo di gruppi

v (X, x1) — T (X, 20)

Dimostrazione. Abbiamo visto che a ~ B = yxa~vy* 3= (yxa)*7 ' ~ (y*B)xy ! (dove ~
indica 'omotopia a estremi fissi), il che mostra la prima affermazione.
Per la seconda, Vo, 8 € Q(z1,21)

"o (yxa) s (v )« (Bry ™) ~ (yraxy ) s (yx By

v* (ax B)xy~
ciod vy ([a] - [B]) = v4([a]) - v4([8])- .

Proposizione 3.7.5. Con le notazioni qui sopra, (v 1)y : (X, x0) — 71 (X, 31) & Uinversa di yx.

Dimostrazione. ¥[a] € m1(X, xo)

e

>T/
U
1 (17 (10)) ) =1 (" axal) = lyer s axy syl = o] g
in quanto [y* 71 =1 in m (X, 7).
Stessa cosa per ,@1 O Vit O

Corollario 3.7.6. Se X é connesso per archi, allora 71 (X, xo) = m (X, 1) (isomorfi come gruppi)
Vao,x1 € X tramite un isomorfismo NON canonico (dipende dalla scelta del cammino tra xo e x1).

Dunque, se X ¢ connesso per archi, allora la classe di isomorfismo di 1 (X, zo)
non dipende da zg e viene percid denotata a volte con 7 (X).
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3.8 Invarianza del m; per equivalenze omotopiche non puntate

Abbiamo visto che, se X & connesso per archi, allora 71 (X, zg) = m(X,z1) Vxg,z1 € X e abbiamo
anche dimostrato che mappe omotope tramite omotopie puntate inducono lo stesso omomorfismo sul
m1. Ci interessiamo ora a omotopie generiche.

Proposizione 3.8.1. Se X ¢ topologico, xg € X e f: X — X ¢& omotopa all’identita, allora
f* : 7T1(X,.T(]) — Wl(X,f(xo))

e un isomorfismo.

v: [0,1] — X

t — H(:Eo, t)
Hy =1dx e Hy = f. Per costruzione, v(0) = Ho(zo) = Id(zo) = o e (1) = Hi(xo) = f(z0).
Per concludere, basta dimostrare che f, = 77;1 in quanto

Dimostrazione. Sia , dove H : X x [0,1] — X & un’omotopia tale che

abbiamo visto che 4 e 7;#1 sono isomorfismi. eo"(
Dato a € Q(xg, ), dall’omotopia H deduciamo un’omotopia L Z ( )
K: [0,1x[0,1] — X R peo
(t,s)  — H(a(t),s) 1 S
K(t,0) = H(a(t),0) = a(t) o L (x°/ )
K(t,1) = H(a(t),1) = f(a(t)) fo
K(0,s) = H(a(0),s) = H(xo,s) =(s) — 75 — "
K(1,5) = H(a(1),5) = H(zo,5) =(s) N % S b

Per quanto gia visto, segue che foa ~ 71 % a * v, cioe

fe(la]) = 75" (la]). =
O

Teorema 3.8.2. Se f: X — Y ¢ un’equivalenza omotopica (senza richieste sui punti base), allora
fe 1 (X, m0) — w1 (Y, f(z0)) ¢ un isomorfismo.
(Slogan: “spazi omotopicamente equivalenti hanno 71 isomorfo”.)

Dimostrazione. Sia g : Y — X l'inversa omotopica di f, quindi fog ~ Idy e go f ~ Idx. Conside-
riamo le mappe f, : 71 (X, z0) — 71 (Y, f(20)) e go : 71 (Y, f(z0)) — m1 (X, g(f(20)))-
Per la Proposizione [3.8.1

g« o fe = (g0 f)e:m(X,20) — 771(X7g(f(x0)))

¢ un isomorfismo, da cui segue liniettivita di f. e la surgettivita di g..
Scambiando i ruoli di f e g, otteniamo che g, ¢ iniettiva e f, & surgettiva. O

Definizione 3.8.1. X si dice semplicemente connesso, se é connesso per archi e m (X, zg) = {1}
(ovviamente, per quanto detto, é equivalente chiederlo per qualche x¢ o per ogni xg ).

Corollario 3.8.3. Contraibile = semplicemente connesso.
Dimostrazione. X contraibile = X ~ {P} = m1(X) = m ({P}), ma il m; di un punto & banale. [
Corollario 3.8.4. Tutti i domini stellati di R™ (come R™ stesso) sono semplicemente connessi.

Domanda: esistono esempi con 71 (X, zo) # {1}7
Risposta: si, ma per dimostrarlo (e per molto altro) ¢ utile introdurre la Teoria dei Rivestimenti.
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3.9 Rivestimenti

Definizione 3.9.1. f : X — Y continua ¢ un omeomorfismo locale, se Vr € X U,V intorni
aperti rispettivamente di x in X e di f(x) in'Y tali che f|,, : U — V sia un omeomorfismo.

Esempio 66. L’inclusione di un aperto di X in X stesso é un omeomorfismo locale.

. p: R — St .
E . - V,
sempio 67 ) (cos 2t sin 2t) e un omeo )
morfismo locale (non iniettivo). S

Esempio 68. Se X = Rx{*l}/~ cioé la retta con punto doppio (vedasi Esercizio @), allora
T X — R

e un omeomorfismo locale (un po’ patologico...).
7] fi (un po’ patologico...)
Proposizione 3.9.1. Un omeomorfismo locale ¢ una mappa aperta (ma non necessariamente chiusa).

Dimostrazione. Sia U, un aperto che contiene z tale che f|, : Uy — Vj(,) sia un omeomorfismo
Vz € X, con Vy(,) aperto in Y. Dato 2 C X aperto,

f(Q)Zf(Qﬂ(U U)) —r(Uwnu)=U f(fmm

zeX rzeX zeX

quindi f(2) € unione arbitraria di aperti ed & percio aperto. O

Definizione 3.9.2. Una funzione continua p : E — X si dice rivestimento, se

1. X ¢ connesso per archi;

2. Yz € X 3U, intorno di x in X tale che p~*(U,) = || Vi
i€l

Vi e aperto in E Vi € I ep,, Vi, — Uy € un
omeomorfismo Vi € 1.

7
E si chiama spazio totale del rivestimento, X spazio base ( P T
e un U, come in 2. si chiama intorno ben rivestito (o {uwvfit
banalizzante).

Proposizione 3.9.2. Un rivestimento ¢ un omeomorfismo locale e dunque una mappa aperta.

Dimostrazione. Dati p : E — X rivestimento e € F, siano U, un intorno ben rivestito di = = p(7)

eVC||Vi=p N UiV, 27 = p|y, : V — U & un omeomorfismo tra intorni aperti di 7 e z. [
i€l

— st ¥y
—  (cos 27t,sin 27t) = €27t

-

Esempio 69. P I?

un rivestimento.
Infatti, dato zg = ™0, sia U = {*™ : |t —to| < 1} e
abbiamo
)= (to+k Lo+ k+i)CR
p = = 0 1’ 0 1) =

Poiché gli intervalli (to +k— %, to+k+ %) sono a due a due
disgiunti, sono aperti e la restrizione di p a ciascuno di essi
€ un omeomorfismo su U, si ha che p & un rivestimento. g

15Ciascuno di essi & aperto in Vi(a), dunque in Y (aperto di un aperto & aperto).
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Definizione 3.9.3. Dato un rivestimento p : E — X, Uinsieme p~'(x) C E si chiama fibra di x e
la cardinalita |p~1(x)| (che non dipende da ) si chiama grado di p.

Teorema 3.9.3. Sep: F — X ¢é un rivestimento, allora le fibre di p hanno cardinalita costante,
cio¢ |p~! ()| = [p~ ()| Va,y € X[
Dimostrazione. Dato x € X, sia W, ={y € X : [p~!(y)| = |p~(z)|}. Mostriamo che W, & aperto e,

a questo scopo, vediamo che, se y € W, e U & un intorno ben rivestito di y, allora A

U C W,: in questo modo W, sara intorno di ogni suo punto e sara percio aperto. S

p Y (U) = || V4, con p)y. © Vi — U bigettiva Vi € I, dunque ¢ chiaro che Vz € U :4;4 VV
i€l ' :

pH(z) C U Vielp™'(z)NVi| =1 Vi€ I dunque [p~'(2)| = |I| = p (W) = [p~ ' (2)], —

iel 2
cioe z € W, e U C W,. Dunque W, & aperto, ma anche X \ W, lo & (y ¢ W, = [p~1(v)| # |[p~(z)|
ed 3U intorno di y tale che |[p~1(z)| = [p~'(y)| # |p~ ()| Vz € U). Poiché X & connesso e W, # (),

W, = X. O

Esempio 70 (Omeomorfismo locale surgettivo che non & un rivestimento).

Ploo (0,10) — S, con p(t) = >, ¢ un omeomorfismo locale PR PRP RN SR Q o
(in quanto p : R — S, con p(t) = €*™ lo ¢ e la restrizione diun = ° ' = 3 * l
omeomorfismo locale ad un aperto é un omeomorfismo locale), ma
non & un rivestimento, ad esempio, perché |piol’w)(1)’ =9 mentre

‘piolw) (%)‘ =10. In effetti 1 € S' non ha intorni ben rivestiti. (o) € P'(Y)a(o0) Jﬂ‘wﬂ@&w’ ud o
’ nielly v U.

Osservazione 81. Essendo un omeomorfismo locale, un rivestimento & sempre una mappa aperta,

ma esistono rivestimenti che non sono chiusi: preso p : R — S1 come nell’Esempio @ e posto

C={n+ilneN, n>2} C ¢ chiuso, ma p(C) = {e2m(n+%) |n > 2} = {e% |n > 2} per cui

1 ep(C), mal¢p(C).

Teorema 3.9.4. Dato X topologico connesso per archi, se G X X — X & un’azione propriamente
discontinua, allora la proiezione m: X — X/G ¢ un rivestimento.

et ———
A T34

Dimostrazione. Siano [x] € X/G e x € X un suo rappresentante. Per definizione di propria discon-
tinuita, W, intorno aperto di x in X tale che g - W, N W, = () Vg # 1. Poniamo U, = n(W,) e
mostriamo che U, e ben rivestito e aperto. Le proiezioni per azioni di gruppo sono sempre aperte,

per cui U, = (W) & aperto. Sappiamo anche che 7~ *(U,) = 71 (7(W,)) = U g+ Wy. Per con-
geG
cludere, dobbiamo vedere che g- W, N g - W, = 0, per g # ¢', (cosi 'unione sara disgiunta) e che

Ty, * 9 Wa — Uy & un omeomorfismo Vg € G. g- W, Ng - W, A0 =g t-(¢g-Wong -Wy)#0
— g g Wong g W= W,Ng'-g Wo#0=[Tg ¢ =1,cioe g=4¢.

Infine, Ty, 29 W, — U, ¢ continua e aperta, in quanto 7 lo € e g- W, & aperto, e surgettiva, perché
Ty, * W — Uy lo € e g agisce tramite bigezioni, ed ¢ iniettiva, perché W, Ng- Wy = 0 Vg # 1, per
cui in W, non esistono coppie di punti distinti G-equivalenti. ]

S" — P(R)

e un riwestimento di grado 2 ¥Yn > 1.
— (vl

Corollario 3.9.5. La mappa

Dimostrazione. Abbiamo visto che P"(R) = 5"/+1d e £ 1d agisce in maniera propriamente discontinua
su S™ (ad esempio, perché l’azione & vagante E e libera, perché — Id non fissa alcun punto di S™).

Che il grado sia 2 ¢ ovvio: |G| ﬂ |fibra| = 2. O
o R — e . o o
Anche il rivestimento ¢ g2mit S ottiene come quoziente di R rispetto all’azione per trasla-

zioni di Z, azione che & propriamente discontinua.
Vedremo che non tutti i rivestimenti sono indotti da azioni di gruppo propriamente discontinue.

16Qui ¢ fondamentale che X sia connesso.
"Per propria discontinuita.

BQui G ¢ finito!

19Sempre vero quando I’azione & libera.
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Esercizi IV settimana

Esercizio 64. Sia X = R%\ {P,Q}, dove P = (—1,0) e Q = (1,0), e sia
Y ={(z,y) eR?| (-1 +y* - 1) ((x+1)* +y* — 1) = 0}.

Si mostri che Y é un retratto di deformazione di X.

Dimostrazione. Dimostriamo piu in generale che, se F
& un sottoinsieme finito di R2, allora
R?\ F si retrae per deformazione (e per-
cid €& omotopicamente equivalente) sul
bouquet di |F| circonferenze.

La disposizione dei punti non conta:

O
In realtd non & difficile dimostrare che, se |F| = |F'| < 400, allora R? \ F' & omeomorfo a R? \ F';
.. f: R — R?
anzi esiste un omeomorfismo ,
F — F

Esercizio 63. Sia Y C X un retratto di X e siai: Y — X Uinclusione. Sia anche o € Y. Si
mostri che la mappa
Ty 7T1(Yv, .%'0) — 7T1(X, wo)

e iniettiva.

Dimostrazione. Siano i : Y — X l'inclusione e r : X — Y la retrazione, dunque r o ¢ = Idy.
Per funtorialita, poiché r o i = Idy,

Ty 0y : M (Y, 20) — w1 (Y, 20)

¢ l'identita (in quanto ¢ uguale a (r 07). = (Idy )« = Idy, (v,40))- Dunque 7. o i, & bigettiva, percio i,
¢ iniettiva e r, € surgettiva. O

Se f: X — Y &iniettiva, allora f, : m (X, zg) — m (Y, f(20)) pud benissimo non

esserlo! Ad esempio, vedremo che 71 (S, 79) # {1}, mentre sappiamo che 7 (R?, ¢) = {1}, dunque,
anche se l'inclusione 7 : S — R? ¢ iniettiva, i, : 71 (S, z9) — 71 (R?, 20) non lo &.
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3.10 Teoria dei sollevamenti

D’ora in poi, per semplicita, tutti gli spazi saranno localmente connessi per archi.
Inoltre, poiché connesso + localmente connesso per archi = connesso per archi, in particolare,

gli spazi base dei rivestimenti saranno connessi per archi.

Teorema 3.10.1 (Unicita dei sollevamenti). / i
J1

Swano p : E — X un rivestimento, Y uno spazio connesso, f:Y — X
continua eyg € Y. Se f1, f2 Y — E sollevano f, cioé pofi =pofo=f Y — X

€ fl (y()) f2 (yO) allora f1 = f2 “Se f1 e fa coincidono in un

punto, coincidono ovunque.”

Dimostrazione. Sia Q = {y € Y|f1(y) = fé(y)}, quindi yp € €, per cui Q # 0 e dunque, per
connessione di Y, basta verificare che € sia aperto e chiuso.

Q ¢ aperto: dato y € Q, sia U C X un intorno ben rivestito di f(y) = p(fl(y) = p(f2(y)), quindi

p ' (U) = U Vie fily) = f2(y) € p1(U), dunque Fig € I tale che fi(y) = fa(y) € Vi,
i€l
Per continuita di f1 e fg, poiché V;, e aperto ed ¢ percio un intorno
di fl( ) = fg( ), 3W1, Wy intorni di y tali che fl(Wl) C Ve
f2(W2> - Vlo .
Posto W = W1 NWa, abbiamo fl,fg W — Vi epofl po fo,
ma pj,, ¢ iniettiva, per cui f1 f2 su W. Dunque W C €, cioe
20

!

Q) & intorno di ogni suo punto e percio e aperto.

Q ¢ chiuso: vediamo che 2° & aperto. Sia y € Q€ tale che ﬁ(y) # fgv(y) Tuttavia pofl(y) = poﬁ(y) = f(y).

Siano U, V;, con i € I, come sopra, allora f1(y) € V;, e fa(y) € Vi,. A — Vi,
Diciamo che i1 # 42, perché, se V;, =V;,, poiché Ply,, ¢ iniettiva, N =\
da po fi(y) = po fa(y) otterremo f1(y) = fa(y) 4. i =
Per continuita, Wy, Wy intorni di y tali che fi(W1) C Vi, e P 7 ?
fa(Wa) CV,,, ma, se W = Wi N W, allora £ v)
J?I(W) DE(W) CViynVi, = 0
dunque Vz € W, fi(2) # fa(z) = 2 € Q¢ = W C Q¢ = Q¢ & aperto
O
Teorema 3.10.2 (Esistenza e unicita del sollevamento di cammini).
Sep: E — X ¢ un rivestimento, v € QUX,xo,x1), cioeé /“\Q/ S{f
v :10,1] — X tale che v(0) = zp e y(1) = x1, exp € E ¢ i ST

un punto fissato della fibra p~'(x¢), allora 35 : [0,1] — E ¥ /\_%(w,
X

continuo tale che ¥(0) =Tp epoy = 1. I <

o I x5

Dimostrazione. L’unicita segue immediatamente dal Teorema |3.10.1
Vediamo 1'esistenza: ricopriamo X con intorni aperti ben

c
rivestiti, ottenendo un ricoprimento aperto Q = {U;}ier. /—‘> g/w &

Poiché v & continuo, {y~!(U;)}ies & un ricoprimento aperto —

[ | et
di [0,1], che & compatto, per cui 3¢ > 0 numero di Lebesgue Y t‘:m A e )
per tale ricoprimento. Scelto n € N tale che % < g, abbiamo ¢ i s m
cheVk =0,...,n—1, 7([k k+1]) C U;, per qualche 7y, € 1.
Mostriamo per induzione su k > 1 che sappiamo sollevare 7| fo.b51]

20 intorno di ogni suo punto.
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Passo base, k = 1: v([0,1]) C Uiy € 20 = 7(0) € U, &
p 1 (Ui,) = | V; e scegliamo l'unico j € J tale che 7g € Vi =
JjeJ =
()" Uiy — V5 & un omeomorfismo e poniamo S
J i EET
. _ 1 o - [ @
’Y|[0’%} - (p|vj) Of}/|[0’%] a’
S ——
Il passo induttivo e in realta identico al passo iniziale: una 5t —
k pl T T

volta sollevato v su [0, %} , cioe avendo definito 7 : [0, ﬁ] — K

===
tale che ¥(0) = Zg e po 7y = 7, sia U;, I'intorno ben rivestito e
che contiene 7( [k k;rl] ) OT‘ 7 He] (=)
Visto che p_l(Uik) = |J Wj, scegliamo j tale che ¥ (%) (che ¢ gia deﬁmto‘) appartenga a W5 e
je€J
poniamo 5'[&@] = (p|W7)_1 o fy‘[&w]. Poiché v 0.4] e ’y‘[ﬁ k1) sono continui e coincidono in %, la
loro giunzione ¢ continua e definisce ¥ su [O, %] 0

Notazione: Se av: [0,1] — X e Zg € p~!(a(z0)), allora denoteremo con az, 'unico sollevamento
di « a partire da .

Teorema 3.10.3 (Sollevamento delle omotopie).

Siano p : E — X rivestimento, f : Y — X e f Y — FE sollevamento di f, cioé po f = f.
Se dunque H :'Y x [0,1] — X ¢ un’omotopia tale che Ho = f, cioe H(y,0) = f(y) Vy € Y, allora
3H :Y x [0,1] — E che solleva H, cioé p(H(y, t)) =H(y,t) Vy €Y et € |0,1].

Dimostrazione. Yy € Y 7, : [0,1] — X, con v, (t) = H(y,t), € un cammino continuo, per cui ammette

un sollevamento ¥z . : [0,1] — E tale che 7(0) = f(y). Se'H /
() /
~ )’//

richiesta esiste, t — H(y,t) e t —> 5};(1/) (t) sono sollevamen-

ti di 7, con lo stesso punto iniziale, percio devono coincidere. A SSSs: H lP
Dunque poniamo H(y,t) =753, (t).
’ . () 1 /

Bisogna verificare che H sia continua. L’idea ¢ identica a 6’{\//

quella per il sollevamento dei cammini. Prendiamo un ri-

coprimento {U;};er di aperti ben rivestiti di X, ne conside-

riamo la preimmagine {H 1(U;)};csr che da un ricoprimento B {U)
aperto di Y x [0,1]. Per definizione di topologia prodotto,

V(y,t) € Y x [0,1] troviamo un aperto V, di Y e un inter- V[t fre)
vallo aperto (t —e,t +¢) tale che V, x (t —e,t+¢) C H 1(Uy,) 1
per qualche ig € 1.

Percio, fissato y € Y, possiamo ricoprire {y} x [0, 1] con aperti
prodotto come sopra, ciascuno contenuto in qualche H~1(U;).
Per compattezza di {y} x [0,1] = [0, 1], possiamo scegliere un
numero finito di tali rettangolini V4 X I, . .., Vi x I}, dove i V; so-
no aperti di Y che contengono y e gli I; sono intervallini. Posto o '
Vy = Vin---NV;, abbiamo {y} x[0,1] C (V}, xI1)U---U(V, x I})

e V, x I; C H™1(U;) per qualche U; ben rivestito.

Per concludere, basta vedere che H sia effettivamente continua [T s
su V, % [0,1] [} L’idea & di sollevare (induttivamente su k) H

ad H su Vy X [0, %], esattamente come abbiamo fatto per i

cammini. Poiché Y ¢ localmente connesso per archi, possiamo

supporre Y connesso per archi.

~

H

<

“Cosi, al variare di y € Y, avremo dimostrato che & continua su un un
ricoprimento aperto di Y x [0, 1], quello dato dai vari V,, x [0, 1].
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Sia H(Vy X [%’@]) C Uy 7 JES e PV i

Al passo base (cioe quando guardiamo Vj, x [ ,%]) abbiamo T i =D
p 1 (Ui,) = || W;. Poiché V, & connesso, f(V x {0}) € W5 ST

jeJ H 0

- ~ v
per qualche j € J, in quanto f(V,) = || (f(Vy) N Wj>, iW; E Fameamun @
Jje€J m
sono aperti e f(V,) ¢ connesso.
Detta sg : U;, — Wf- I'inversa continua di p‘W;, poniamo T
r7 ]
HVy [0 1] SOOH'Vyx[ ] ) =N
Una volta definita H su V x [ ] esattamente come al passo W dholl  Goofer D
A~ /M‘M“V" TS"'

base, abbiamo H (Vy X [%, k:;l]) C U,,, per connessione di v K

vV, H (Vy x {%}) (che & gia definito!) & contenuto in uno o o) > @ U,
solo dei fogli di p~1(U;,), diciamo Z, e, detta Vs Uy, — Z T
Iinversa di p|,, poniamo H x| kL] = Sk © H.

Poiché V,, x [0 ] Vi x [5 %] sono un ricoprimento chiuso finito di V,, x [0 %] e la H cosi definita

¢ continua su ciascuno di essi, H & continua su Vy % [0, k;tl] dunque al termine del procedimento

induttivo avremo che & continua su tutto V, x [0,1]. E evidente che questa H coincida con quella
definita inizialmente su tutto Y x [0, 1], in quanto entrambe, quando ristrette a {y} x [0, 1], sollevano

il cammino ¢ — H(y,t) a partire da f(y). O
Corollario 3.10.4 (Sollevamento delle omotopie di cammini).

Siano p : E — X wun rivestimento e o, € Q(X,xo,x1) omo- € X

topi come cammini (cioé a estremi fissi). Se To € p~'(xg), allo- g <%
Ta &50,550 sono omotopi come cammini (in particolare hanno lo ﬁw/ﬁ @@Z
stesso punto finale). B X°

Dimostrazione. Sia H un’omotopia a estremi fissi tra e 3. Per quanto visto prima, H si solleva a
H:0,1] x [0, 1]—>EtalecheH0—a$OepoH H.

La mappa s — H (0,s) & un sollevamento del cammino co-
stante in xg a partire da Zy. Per unicita dei sollevamenti, ¢ il
cammino costante in Zy. Analogamente, s — H (1,s) & co-
stante, dunque H & un’omotopia di cammini. In particolare,
t— ﬁ(t, 1) & un sollevamento di 5 (in quanto p o H=He
H, = ) con punto iniziale Ty (poiché H (0,1) = Zy come appena dimostrato), dunque Hy = B}O. O

Vol d i i

Applicheremo il Corollario [3.10.4|soprattutto al caso in cui g = x1. In tal caso, tale Corollario
3.10.4]ci dice che, se a e 3 sono due rappresentanti dello stesso elemento di 7 (X, z¢) e Zg € p~*(z0),

allora az, (1) = 550(1)

Corollario 3.10.5. Se p : E — X ¢ un rivestimento, 29 € E e xg = p(Zo), allora la mappa
P T (E,Zo) — m1(X, x0) € iniettiva.

Dimostrazione. Sia [a] € Ker p,, quindi p o a & omotopo a estremi fissi alla costante ¢;,. Per quanto
visto sopra, ne segue che (p o @)z, ¢ omotopo a estremi fissi a (¢, )z,, ma, per unicita dei sollevamenti,
(Cap)70 = C» (PO @)z, = @, dunque a & omotopo a estremi fissi a cz,, cioe [a] =1 in m(E,Z). O

21Cjoe i sollevamenti di o e B con lo stesso punto iniziale hanno anche lo stesso punto finale.
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3.11 Azione di monodromia

Oltre alle azioni sinistre, esistono anche le azioni destre, cioe, dati un gruppo G e un insieme X, mappe

XxG@ — X
talichez-1=aoVre Xex-(gh)=(x-g)-hVre X eVg,hedq.
(x’g) AN (gh) = (z - g) g

Le nozioni di orbita, stabilizzatore, azione transitiva o libera sono identiche al caso delle azioni sinistre.
Teorema 3.11.1. Se p : E — X ¢ un rivestimento, top € X e >

_ —1 . . . . .
F = p~'(zg), allora esiste una ben definita azione di monodromia §> — %W u[[o(

(destra) data da

F x 771(Xa :EO)

(7, [o])

—
—

<=
az(1) :\

o

Dimostrazione. Che ¥ - [a] = az(1) non dipenda dal rappresentante « lo abbiamo gia osservato.
Inoltre Vz € F
T-1 =7 [en] = (Crg)z(1) = cz(1) =7

Z-([a]-18) =7 [ax 8] = ax Bz(1) = @ * Ba, (1) = Ba,y(1) = @&(1) - [8] = (Z - [a]) - [8]

Abbiamo usato (e lo useremo spesso) il fatto che ‘F

(a*,@)gzag*g&i(l) /\/\D(/(I\/x/
o A

Teorema 3.11.2. Fissati un rivestimento p: E — X, z0 € X e F = p~!(x0),

M

@ Uazione di monodromia di m (X, x¢) su F ¢ transitiva <= E & connesso per archi;
@ VI € F p.(m(E,T)) = Stab(Z).

Dimostrazione. (D) (<:) Dati z1,T9 € F, poiché E ¢ connesso per archi, Ja € Q(F,Z1,%2). Posto
a =poa, a & un loop basato in xp e 71 - [0 = az, (1) :B&(l) = Z3.
(:>) Per Esercizio
@) Se [a] € Stab(Z), allora az(1) = Z, dunque & & un loop e [a@] € m1(E, Z). Per costruzione,
la] = [poa] = p.([a]) € p.(m(E, 7))

Viceversa, se g € py (771(E, %)), allora g = [p o @], con a loop basato in Z, per cui

—

Fg=7-[pod) =podz=az(1) 447
dunque g € Stab(z). O

Corollario 3.11.3. Se X ammette un rivestimento connesso non banale (cioé di grado # 1), allora

‘7r1 (X, z0) # {1} ‘ Vg € X, cioé X non ¢ semplicemente connesso.

Dimostrazione. Poiché degp > 1, si ha |F| = |p~!(zg)] > 1. Inoltre, visto che m (X, z) agisce
transitivamente su F' EI, segue che (X, zo) # {1}. O

Corollario 3.11.4. S' non é semplicemente connesso.
P™"(R), con n > 1, non é semplicemente connesso.

22Per unicita dei sollevamenti.

ZVedasi Esercizi V settimana, Esercizio 67.

24Perché & & un loop.

ZRicordiamoci che siamo sotto l'ipotesi di locale connessione per archi, dunque E connesso & connesso per archi.
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3.12  m(SY)

Teorema 3.12.1. m(S!) = (Z,+).

1
Infatti, fissato il rivestimento b F; : efm e posto xg = p(0) = 1 € S, la mappa
¢ 7T1(Sl, 1) — Z
[ — 0-[a]

e un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. ¢ & ben definito, perché effettivamente la fibra di 1 & Z.
1 & un omomorfismo, perché

b([a] - [8]) = ¢(la* B]) = (axB)o(1) = do * Bayay(1) = Bayn)(1)

Chi e an(l)? Se f3 solleva 3 a partire da 0, allora il cammino ¢ —» ap(1) + Bo (t) solleva ancora 3
e ha punto iniziale in ap(1). N _

Dunque B3,y : t = ao(1) + Bo(t), percio Bz,1)(1) = ao(1) + Bo(1).

Ricapitolando,

W ([o] - [B]) = 0 [ax B] = @0 * Bay(1) (1) = Bay(y(1) = do(1) + Bo(1) = 0+ [a] +0- [8] = ¥([a]) + ¢ ((8])

1 € surgettivo, perché R € connesso per archi e percio, per il Teorema la monodromia e
transitiva.

Y & iniettivo, perché Kerp = {[a] € 71(S*,1)]0- [a] = 0} = Stab(0) = p.(m(R,0)) = {1}, in quanto
R & contraibile e dunque semplicemente connesso. O

a: [0,1] — St

La dimostrazione dice anche che un rappresentante dell’elementon € Z e b Q2mint

in quanto tale « si solleva ad ag(t) = nt che ha punto finale n.

#Perché ao(1) € Z, per cui B0 Ao () — ghot) = B(t).
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3.13 Teorema del punto fisso di Brouwer

Abbiamo visto che R? \ {0} si retrae su S'. Ora, possiamo anche dimostrare che invece R? NON si
pud retrarre su S', in quanto Iinclusione di un retratto induce una mappa iniettiva nel 7 (vedasi
I’Esercizio [63)), ma 71(S?) 2 Z mentre 7 (R?) = {1}. Per lo stesso motivo vale il seguente

Lemma 3.13.1. S! non é un retratto di D?.

Dimostrazione. Se lo fosse, i : S* < D? indurrebbe i, : 71 (S') — 71(D?) iniettiva 4 poiché D? &
stellato e dunque contraibile, mentre 71(S1) = Z. O

Teorema 3.13.2 (Brouwer).
Se f: D* — D? ¢ continua, allora f ha un punto fisso, cio¢ 3z € D? tale che f(x) = x.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che esista f : D> — D? continua tale che f(x) # x Va € D?.

Costruiamo una retrazione r : D?> — S1 a partire da f come £ WL Mo
segue: sia 7(x) il punto di intersezione tra S* e la semiretta
uscente da f(z) che passa da x (tale semiretta ¢ ben definita ) Iz,()(): e [Ye S'

proprio perché f(x) # x). Dobbiamo verificare che r sia con-
tinua, usando la continuita di f. Per trovare r(x), cerchiamo

t > 0 tale che || f(z) +t(z — f(:v))H2 =1, cio® x=n )

(f@) +t(x— f(2), f(z) +t(z = f(x))) = 1= [ f(@)|” + 2t(f(2), 2 — f(2)) + *]}z — f(2)]* =1

Questa e un’equazione di secondo grado, la cui unica soluzione positivaE]é una funzione continua di x
ed f(z), dunque & una funzione continua di z, che chiamiamo ¢(z). Percio r(z) = f(z)+t(z)(z— f(z))
¢ una funzione continua di x. O

Il Teorema di Brower ¢ vero in ogni dimensione per lo stesso motivo: S™~! non & retratto di
D™; tuttavia, per dimostrare quest’ultimo fatto, il w1 non basta.
Per calcolare il 71 di altri spazi, useremo l’'invarianza omotopica @ e altri strumenti, ad esempio il
Teorema di Van Kampen.

2TSappiamo che & unica per motivi geometrici.
28 Ad esempio, poiché R?\ {0} ~ S* 71 (R?\ {0}) = m (S') = Z.
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3.14 Teorema di Van Kampen

Teorema 3.14.1 (Van Kampen).

Siano X topologico, A, B aperti di X tali che X = AUB exyg € ANB. Supponiamo che A,B e ANB
sitano connessi per archi. Vale il sequente fatto: seig : A — X, ip: B— X, ja: ANB— Ae
jB : AN B — B sono le inclusioni, G ¢ un gruppo e pa : m(A,x0) — G e ¢p : m(B,x9) — G
sono omomorfismi tali che p40(ja)x = ppo (JB)« Fl(AﬂB x9) — G, allora ¢ : 7 (X, 29) — G
omomorfismo tale che o4 = po (ig)s e pp = po (i)«

]A

(AﬂB $0)

Inoltre, ™1 (X, x0) & generato da (ia)«(m1(A, 20)) €
(iB)*(Wl(B,IQ)).

Dimostrazione. Proviamo a definire ¢([a]), con a € Q(X, g, z0). Se Imma C A, allora dovremo
porre ¢([a]) = ¢a([e]). Stessa cosa, se Inma C B.

em(X,xzo0)  €m(A,zo)
L’idea e di suddividere « in parti tutte contenute in A o in B. ‘A

Pero dobbiamo anche rendere ciascuna delle parti ottenute un laccio.
Per x € AN B, scegliamo il cammino v, € Q(AN B, xg, z), per
x € A\ (ANB), v € Q(A, x0, ), mentre, per x € B\ (ANB),
vz € Q(B,x0,x) ﬂ Infine, per z = z¢, prendiamo v, = ¢z,
costante.

“Lo possiamo fare perché A, B e AN B sono connessi per archi.
Andando “avanti e indietro” lungo i 7, viola, abbiamo de-
composto (a meno di omotopia) il generico laccio rosso in piu
lacci, ciascuno dei quali ¢ contenuto tutto in A o tutto in B.

Formalmente, dato un laccio « : [0,1] — X tale che a(0) = a(1) = g, poiché {a~1(A),a 1 (B)} &
un ricoprimento aperto del compatto [0,1], In € N tale che % ne sia un numero di Lebesgue, cioe

a([k,k+1]>CAoppurea<[k k+1])§B Vk=0,...,n—1
n o n n o n

Posto 2, = « ( ) definiamo ay = vy, *

-1
[8.] ™ o

Per come abbiamo scelto i 7,, 'immagine di aj € tutta in A, in B oin AN B, se « ([5 %]) lo e.
Inoltre, considerando 'omotopia a estremi fissi in zg = x,,, abbiamo

_ -1 -1 -1\ _
Qg ¥k Op—1 = <C:z:0 *a|[0 L] *’yxl ) * (’yxl *a|[L 2] *7332 ) * * (’yxn_l *al[n—l 1] *C:c()) =
‘n n’n n

-1 -1 —
= Cgq *O‘I[O!%] * (%cl *%m) *O‘l[% 2] * (7:52 *%«“2) *"'*O‘\[nTAJ] * Cpy
-1
~ Cxo *Oél[oy%] *6271 *a‘[%’%] *Cz2 *al[% %:I K oo *C.IO ~
~ Oé|[0,%} *a|[%,%] koo *al[%,l] =«



Poiché ciascun «; € un loop in Q(A, xg,x¢) o in Q(B, zg, zp), abbiamo gia dimostrato che m (X, o) &
generato da (i4)« (m(A, xo)) U(iB)« (7r1(B, xg)), in quanto il generico loop a € Q(X, x, z¢) € omotopo
a una concatenazione di loop ciascuno dei quali & contenuto tutto in A o tutto in B.

Volendo definire ¢ : 7 (X, 29) — G in modo che il diagramma commuti, dobbiamo porre per forza

QO([O‘]) = 800([040]) o @1([0[1]) ©---0 @nfl([anfl])

dove, se Imm «; C A, allora [a;] € m1(A, 20) e pi = pa, mentre, se Imm «; C B, allora [o;] € m1(B, )
e p; = ¢p. Questo, perché goi( [cvi] ) =po(igo B)*([ozi]) = gp( [av;] ), per cui

en1(A o B,xo) en1(X,xo)
n—1 n—1 n—1
p(la]) = ¢ (H[O@]) = [T e(lei]) = T i (leu)
=0 =0 =0

Cio dimostra anche 'unicita di ¢.
Dobbiamo affrontare il problema della buona definizione di ¢ (e poi la commutativita del diagramma).
In particolare, dato o come sopra, dobbiamo vedere che:

1. ¢ & un omomorfismo di gruppi;
2. se Imma; € AN B, allora ¢ indifferente che si usi @A([ai]) 0 goB([ozi]);

3. cambiando la suddivisione di o con una qualsiasi suddivisione i cui sotto-archi giacciano ciascuno
tutto in A o tutto in B, il risultato non cambia;

4. se B ~ «, allora la costruzione produce lo stesso risultato sia per 5 che per a.

1. Infatti, data una suddivisione di o, 8 € Q(X, g, o) tale che ogni sotto-arco della suddivisione sia
contenuto in A o in B, otteniamo un’analoga suddivisione di a * 8 semplicemente giustapponendo le
due suddivisioni di partenza. Per come e definito ¢, € allora chiaro che

o([ax B]) = (o)) - (18]

2. E una conseguenza immediata dell’ipotesi che w40 (ja)« = ¢ o (jB)«, per cui se Imma; C AN B,

ea( foi) ) =ea(Gad( lail ) =vn(Ge):( [0 ))=wn( la] )

em1(A,x0) em1(ANB,zo) en1(ANB,zo) en1(B,zo)

3. Poiché due diverse suddivisioni di [0, 1] ammettono un raffinamento comune e un raffinamento si
ottiene aggiungendo un punto alla volta, basta vedere che aggiungendo un 7 tra xj e xx1 il risultato

non cambia. Supponiamo ad esempio Imm ¢ ] CcCA alb) )
P Xm:\ T A

1 N Z
*mGﬂa percio, X = v((h/)

3=

Siano 1 = ko, x5 e B = ymrey,,

_ -1
come sopra, 31 * S ~ = Vg, * a‘[tk»thrl] * Vg1

“Se fosse B, sarebbe identico.
Poiché By, B2 e ay sono supportati in A e p4 & un omomorfismo, ne segue che @

oa(lok]) = ea([B1] - [B2]) = a([B1])pa([B2])

D’altronde, usando le due suddivisioni (senza e con t), per definizione di ¢, otteniamo

@([04]) = 900([040]) © 901([041]) 0---0 @A([ak]) 0:--0 (Pn—l([an—l])

= ¢([a]) = vo([ao]) o @1 ([en]) o 0 pr_1([ar-1]) o|a([B1]) o pa([B2]) |o-..

29Tutte le classi della formula che segue sono in 71 (A, zo).
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4. Sia H : [0,1] x [0,1] — X un’omotopia di cammini tra « e . é

Per compattezza di [0,1] x [0,1] e per l'esistenza del numero di H A B
ko kel h htl e aZam SRR

Lebesgue, dn > 1 tale che H([ Z ] X [n, ;r ]) sia contenuto

inAoin BVk,h=0,...,n—1. 2 X

Poniamo §r = Hk : [0, 1 — X, cosicché §p = a, 61 = [ e, poiché

] 8
H ¢ a estremi ﬁSSl, (5% ¢ un loop basato in xg Vk = 0,. ”;1. 5~1( i H
Basta vedere che go([ ﬂ) ([&T}) Vk=0,...,n—1, cosi EJE;
¢ ([e]) = ¢ ([%]) = ¢ ([01]) = »([8])
Esaminiamo percio un singolo “rettangolo orizzontale”: o Sextson,
5 B
jawas 5 A a5

g

Possiamo passare da ¢z, * 0 a dr+1 * ¢y, con n passaggi del tipo @j— L:‘l;ig

Se dimostrassimo che per ciascuno di questi passaggi elementari il valore di ¢ non cambia, otterremmo

0 (eno#05) = ¢ (32 v )

ma, per com’e definito ¢, avremmo

o(eran) =2 () e (O nen) = o ()

per cui avremmo finito.

Analizziamo il passo elementare,

rinominando dx =1 € dpr1 = ¥:
n n

i

Per com’e definito ¢, dobbiamo confrontare m posti Vi = Yy, * Vi * 7y, L € Mi = Y, * i * Vo, }rl, dove 7,
connette g a ¢ Vo € X,

vaB(F0) - eaB() - 0a.BF—1) - 0aB(k) a8V x € x750) - 0a,8(Tkt1) -
con
0a,B(Y0) paB(F1) - Ya,8(Ve-1) - 0a,8(Vys *w * 75y ) - A8 [Tk) - ©4,8(0kt1) -
Dunque basta vedere che (abbiamo scelto 5 ma ovviamente vale per qualsiasi scelta)
0B (k) a5 * €% 75) = 0AB(Vys ¥ W * 75,) - 0AB ()

y4i>y5

o] le

$4T>$5

Notiamo pero che tutto questo quadratino € portato da H in A o in B, supponiamo, senza perdita di
generalita, in A. In particolare, 4 * & e w7 siano cammini in A e cosl lo sono anche Y, vy, * € * ¥, L
Yy * Wk 7541 e 7M. Inoltre, proprio perché H & definita su tutto il quadrato a valori in A, i cammini

30Con PA,B=®A 0 QB.

144



Vi % (Yys * € %7z ) € (e *w *v;,) * 7 sono omotopi a estremi fissi in A (per il Fatto [3.6.4)), per cui
@A(ﬁk] [y, * € % fy;;]) = SOA([%M % W % go;j] . [ﬁk]), da cui, essendo ¢4 un omomorfismo,

a([Fk]) - ea(lrgs * € * 72 ]) = 0a (b xw x75,'1) - 0a([7k])

come voluto.

Manca da dimostrare la commutativita del diagramma: ¢ chiaro, per costruzione, che ¢ o (i4). = @4
e po(ip)s = pp: se [a] € m1(A,xp), allora @ € un laccio tutto contenuto in A, per cui, per calcolare
cp((z A)*([a])), possiamo prendere la suddivisione banale, ottenendo cosi cp((z A)*([a])) = va([a]).
Stessa cosa con B al posto di A. O

Corollario 3.14.2. S" ¢ semplicemente connesso Vn > 2.

Dimostrazione. Posti A = S" \ {N} e B = S" \ {S}, dove N, S sono il Polo Nord e il Polo Sud,
abbiamo A = B = R", sono semplicemente connessi e AN B = S™\ {N, S} = R"\ {P} & connesso per
archi, per cui m1(S",z) & generato dalle immagini di 71 (A4, zo) e m1(B,xo), che sono banali, dunque
wl(S",:vo) = {1} ]

Domanda: cosa non funziona nella dimostrazione precedente, se n = 17
La dimostrazione precedente mostra in realta che, se X = AU B e A, B sono aperti semplicemente
connessi e AN B ¢ connesso per archi, allora X & semplicemente connesso.

Domanda: nelle ipotesi del Teorema di Van Kampen, come utilizzare il teorema per calcolare
m1(X) a partire da 71 (A), m1(B) e m (AN B)?
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3.15 Prodotto libero

Definizione 3.15.1. Dati due gruppi G, H, il prodotto libero di G e H, ic e
denotato con GxH, ¢ il gruppo K che gode della sequente proprieta universale: \
Jig : G — K eig : H — K omomorfismi tali che Voo : G — Z e K -2,z

o : H — Z coppia di omomorfismi ¢ : K — Z tale che poig = pg € /
= in
POlH = PH- I ou
G % K
L’unicita di tale prodotto libero (a meno di isomorfismo) segue dalla proprieta yﬁbﬁ
universale: sia K’ un altro prodotto libero (con iy, : G — K', i}y : H — K'). Y
H K’
UH

Poiché K ¢ un prodotto libero, utilizzando la proprieta universale con Z = K’, e ia
pq =iy e = iy, otteniamo ¢ : K — K’ tale che poig = iy e poiy = iy. /_Z\
Analogamente, poiché K’ & un prodotto libero, I : K’ — K tale che \

oy
Yoin=1igetoiy=iy. K?K
Ora, ¥ o p: K — K verifica /\/
iH
(Yop)oig=1vo(poig)=voig=ig e (pogp)oig=--=iy H in

Per unicita della proprieta universale, poiché K & un prodotto libero, segue che ¢ o ¢ = Idg.
Analogamente, ¢ o1 = Idg/, per cui ¢ e ¥ sono isomorfismi, da cui 'unicita del prodotto libero.
Per dimostrare I’esistenza del prodotto libero, ne dobbiamo esibire un modello esplicito.

Dati G, H, poniamo

& = {liste finite ordinate di elementi di G U H (compresa la lista vuota)}

Un elemento di & ¢ della forma (z1 2o ... 2g), con z; € Gox; € HYi=1,... k, oppure ¢ il ).
Su & c’¢ un prodotto dato dalla giustapposizione

(1 .o.zk) (Y1 - yn) = (1 - TR Y1 - - Yn)

O-(xy...omp)=(z1...2) D=(21...2) e 0-0=0
Questo prodotto ¢ associativo e ha () come elemento neutro. Introduciamo su & la relazione di
equivalenza generata da

(1 .o T Xpa1 oo Tp) ~ (1 o T Tk Tt Tht2 - - Tny)

se xj e xp+1 appartengono entrambi a G o ad H e - ¢ il prodotto in G o in H.

1gN@ (] 1HN®|E

Dunque p ~ p/, con p,p’ € P <= dpy,...,p, tali che p=p; szw---rvpn:p’@

E facile vedere che il prodotto su & passa al quoziente su #/~, definendo su quest’ultimo una struttura
di gruppo con elemento neutro [0] = [1¢] = [1x].

Se indichiamo con g; gli elementi di G e con h; gli elementi di H, allora I'inverso di gihigohogs sara
ad esempio g3 'hy tgy 'hitgr ! in quanto

(g1hagohags) - (g5 hy g5 ' hitart) = gihigahogsgs 'hy tgs thy gt ~
~ gihigahalahy Loy thT gt ~ gihaigahahy tay thtgr ~ - ~ ()

Ogni elemento di K = #/~ ammette un’unica forma ridotta, cio¢ un rappresentante dato da una
lista o vuota (quando ’elemento ¢ I'identita di K') o tale che due termini consecutivi non appartengono

31Con 1¢ e 1y indichiamo la lista data dalla sola identita rispettivamente di G e H.
32Equivalenze descritte qui sopra.
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mai entrambi a G o entrambi ad H e nessun termine ¢ 15 o 1.
Ad esempio, se i g; appartengono a G e gli h; ad H, allora

g1 92 h1 g3 ha gahg hy

non e ridotta. La forma ridotta corrispondente a questa lista e

Ghi1gshagah

doveg=¢1-¢p€Geh=hg -hy € H.
D’ora in poi, confonderemo le classi in K = #/~ con i loro rappresentanti in forma ridotta, cioe
scriveremo ghg'h’ per indicare [ghg'h/].
Verifichiamo che il gruppo K appena definito sia davvero il prodotto libero di G e H, cioe verifica la

proprieta universale richiesta:
ic: G — K ig: H — K
e :
g +— [g] h — [h]
Sono omomorfismi proprio perché [g ¢/ E| =[g-d] ﬂ Vg,q € G, per cui

ic(g-g) =9l g1 L0991 119] 4] G &

e

innanzitutto abbiamo gli omomorfismi

Stessa cosa per ip.

“Intesa come lista con 2 elementi.
%Lista di un solo elemento dato dal prodotto di g e ¢’ in G.
“Per definizione di i¢g. H PH
?Per definizione di ~.
“Per definizione di prodotto in K.

Ora, dati omomorfismi g e @ come nel diagramma a fianco, definiamo

v

p: K — Z
grhy ... gnhy — @G(Ql) : (PH(hl) """ @G’(gn) : @H(hn)
e analogamente la formula per forme ridotte che iniziano con un elemento di H e/o finiscono con un
elemento di G.
Il fatto che sia un omomorfismo € ovvio quando lo controlliamo sui prodotti di forme ridotte senza

cancellazioni e discende dal fatto che pg e ¢ sono omomorfismi quando ci sono cancellazioni. Ad
esempio

©((g1h192) - (hags)) = (g1 h1 g2 ha g3) = ea(91) - o (M) - ealg2) - er(he) - ealgs) =
= (va(91) - er(h1) - oc(g2)) - (wu(h2) - pc(gs)) = (g1 h1 g2) - p(h2 g3)
©((g1h1) - (hag2)) = (g1 h1 - ha g2) = pa(g1) - er(hy - he) - oa(g2) =
= ¢c(91) - pu(h1) - ou(h2) - pc(g2) = w(g1 h1) - p(h2 g2)
Per costruzione si ha poig = pg e poig = pp.
Osservazione 82. Se G = {1}, allora Gx H = H.
Osservazione 83. Se G # {1} e H # {1}, allora G« H non ¢é abeliano.
Infatti, se g € G\ {1} e h € G\ {1}, allora gh # hg[*in G * H.
Osservazione 84. G« H = H x (.

Osservazione 85. Ci sono ovvi isomorfismi canonici: (G1 * G2) * Gg = G1 x (Ga * G3), percio é ben
definito G x Go x G3.

Teorema 3.15.1. Siano X = AU B, con A, B aperti tali che A, B e AN B siano connessi per archi,
exg € ANB. Se AN B ¢é semplicemente connesso, allora m (X, xo) = w1 (A, z¢) * m1(B, x0).

33Sono entrambe forme ridotte e sono diverse.
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Dimostrazione. Dati p4 : m(A,x0) — Z e pp : m(B,z9) — Z omomorfismi tali che
va0 (ja)r = ¢Bo (jB)«, per il Teorema

di Van Kampen, 3¢ : m (X, 29) — Z m1(4, zo)
tale che g 0 (i), = g1 ¢ 9o (i), = o5 )
Ora, se m (AN B, o) € banale, la richiesta

(AﬂB :Eo) Xl‘o *****

va0(ja)« = vBo(jB)« € sempre soddisfat-
ta automaticamente (cioe V4, ¢p). Dun- m 4
que, per definizione di prodotto libero, ™1 (B, zo on

7T1(X, ‘TO) = Wl(A,ZEO) * Wl(B,fEO)-

Esempio 71 (Il bouquet di circonferenze).

Sia X = S v St e prendiamo come punto base proprio il punto xg
ottenuto dai punti base delle due copie di S' che sono identificati.
Pensiamo X C R? come in figura:

X = unione delle circonferenze di raggio 1 centrate in (—1,0)

Poniamo A = Xﬂ{ﬂ:y |a:<100}eB Xﬂ{xy }x>
A e B sono aperti (in X): A= =

~—

A si retrae per deformazione sulla circonferenza centrata in (—1,0), mentre

B si retrae per deformazione sulla circonferenza centrata in (1,0),

perché entrambi i “bafli” si retraggono per deformazione sull’origine.

Dunque A e B sono omotopicamente equivalenti ad S*, pertanto 71 (4, xq) = 71 (B, z0) = Z.

AN B si retrae per deformazione sull’origine ed & percid contraibile, dunque semplicemente con-
nesso. Percio 71 (ST Vv St 2¢) =2 Zx Z.

Pit in generale, si dimostra facilmente per induzione che B
7r1(51\/---\/5'1)%’2*---*z AA//_\
n copie n copie
utilizzando il Teorema di Van Kampen con gli aperti a

fianco:
Corollario 3.15.2. Se FF C R? ¢ tale che |F|=n €N, allora m(R2\ F) = Zx*---xZ.

N ——

n volte

Il prodotto libero di n copie di Z si chiama anche gruppo libero su n generatori, per le
ragioni che seguono: se indichiamo con x; un generatore della copia i-esima di Z (per cui tale copia e
{z}|n e Z}), allora Z % ---x Z ¢ il gruppo delle parole ridotte negli x; con opportuni esponenti @ Si
indica con F(x1,...,2,) |§| e gode della seguente proprieta universale:

Proposizione 3.15.3 (Proprieta universale del gruppo libero).

Dati X = {x1,...,x,} insieme e ¢ : X — Z funzione x id 2 7
a valori nel gruppo Z, A : F(x1,...,x,) — Z omo- i e
. i: X — F(X) T
morfismo tale che ¢ =Y oi, dove g — @ F(X) = F(z1,..., o)
Questa proprieta discende direttamente dalla proprieta universale del prodotto libero, dopo aver
osservato che assegnare una funzione qualsiasi ¢ : {z1,...,2,} — Z & come assegnare n omomor-
fismi ¢1,...,¢n con @; @ {2 |n € Z} = Z — Z, in quanto un tale omomorfismo & univocamente

determinato dal suo valore su x;.

34Un esempio di forma ridotta puo essere z;lxgxésxlxgxfl,m.

35F sta per “Free”.
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3.16 Il m; degli spazi proiettivi complessi

Teorema 3.16.1. 71 (P"(C)) = {1} Vn > 0, cioé i proiettivi complessi sono semplicemente connessi.

Dimostrazione. Per induzione su n > 0.

Passo base: n =0, P°(C) = {x}, ok.

In realtd anche n = 1, P}(C) = S2, ok.

Passo induttivo: supponiamo ora w1 (P"(C)) = {1} e dimostriamo che 71 (P""!(C)) = {1}.
Usiamo il Teorema di Van Kampen:

A=Us={[wo,- ., xnp1] €P™(C) |20 £0} e B=P"(C)\{[1,0,...,0]}

Per costruzione, AU B = P""1(C); A, in quanto dominio di una carta affine, & omeomorfo a C"*1, &
pertanto semplicemente connesso ed ¢ aperto.

B, essendo complementare di un punto, ¢ aperto e si retrae per deformazione su Hy = {zg = 0}
(iperpiano all’infinito) tramite la seguente mappa:

K : (C"*2\ Span((1,0,...,0))) x [0,1] — C"*2\ Span((1,0,...,0))
((:co,...,xn+1),t) — (txo, 1,y Tnt1)

K ¢ ben definita m inoltre K (v,1) = v Vv € C"*2\ Span((1,0,...,0)), K(v,t) = v Vv € {zg = 0}
e K(v,0) € {zp = 0} Yv € C""2\ Span((1,0,...,0)), ciot K & una retrazione per deformazione di
C™+2\ Span((1,0,...,0)) su {zo = 0}.

Notiamo che, YA € C* K(\v,t) = AK (v,t), dunque K passa al quoziente definendo

K : P (C)\ {[1,0,...,0]} — Hy

retrazione per deformazione. Dunque B ~ Hj ed € pertanto semplicemente connesso per ipotesi
induttiva in quanto Hy = P"(C) EL Per concludere ci basta verificare che AN B sia connesso per archi
P, e infatti

ANB=Uyn (P"\ {[1,0,...,0]}) = Up\ {[1,0,...,0]} =2 C"\ {(0,...,0)}

che € ovviamente connesso per archi. O

%Se (zo,...,ont1) ¢ Span((1,0,...,0)) => (tzo,21,...,2n) ¢ Span((1,0,...,0)) in quanto z; # 0 per qualche i # 0.
370Ogni iperpiano in P"*! & una copia di P™.
38In tal caso possiamo applicare i risultati gia visti, per cui A, B semplicemente connessi => X semplicemente connesso.
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3.17 Prodotto amalgamato

Definizione 3.17.1. Sia dato (a fianco) un diagramma commautati- i G 0
vo di omomorfismi di gruppi, diciamo che K é il prodotto amal- / \
gamato di Gi e G2 lungo H (o su H) se la sequente proprieta H K
universale € soddisfatta: Y1 : G1 — Z e o : Go — Z omomor- /
fismi di gruppi tali che @1 0 j1 = @9 0 jo, Al : K — Z tale che ‘72\4 i2
poi] =1 epoig=y: (secondo diagramma a fianco). Ga

In tal caso, si scrive K = G xg Ga E| J1,J2 € 1,12 non sono
necessariamente iniettive.
A causa del Teorema di Van Kampen, se A,B e AN B sono Gt 1
aperti connessi per archi, allora V X‘
@
(AU B, o) = m1(A, %0) *75,(AnBz0) T1(B, 7o) H K - » Z

°In realta dipende anche da ji e ja. ]2\“ y
Gy Y2

Osserviamo anche che il prodotto libero & un caso particolare del prodotto amalgamato @
Teorema 3.17.1. Il prodotto amalgamato di gruppi esiste ed & unico a meno di isomorfismo.

Dimostrazione. L’unicita e identica al caso del prodotto libero.
Per esistenza, dati H,G1, G2 come sopra, esibiamo un K “che funziona”. Poniamo K = Gi*G2/N,
con N =< S>>, 5={ji(h) ja(h)"'|he H} @ e < S > e il sottogruppo normale generato da .S,

cioe il piu piccolo sottogruppo normale di GG * GGo che contiene S, cioe < S > = N w.
SCW G *Gy
Gl ®1

Vediamo che questo K funziona. Data 7 : G1 x G — K la V x

proiezione al quoziente, poniamo iy = wo f; : Gi — K e

H GixGa/N --"-- Z
iy =10 fo: Gy — K, dove f; : G; ——s Gy %G & Iinclusione. s
Per la proprieta universale del prodotto libero, k‘ %
Al : Gy x Gy — Z tale che Y oi; = @1 e Y oig = ps. Poiché G 2

(p1 0 J1 = 2 0 j2, YVh € H abbiamo

G1 P1
$0) = 1 (100) = ) = 0(30) DN

Y
= Y (j1(h) - jo(h)™") =1 € Z = ji(h) - ja(h) ™" € Ker1), Gr+xGy —— Z

ovvero S C Ker 1. \//
GQ 2

Poiché Kery <1 G1 * Go = N C Ker 1, percio, per il Primo teorema di omomorfismo,
Y : G *x Gy — Z induce ¢ : G1#G2/N — Z tale che ¢y = pom

Per costruzione, ¢ “risolve il problema universale”, in quanto ¢ o i1(g) = cp([g]) = Y(g9) = ¢1(9)
Vg € G e pois(g) = ¢(l9]) = ¥(9) = a(9) Vg € Go.
Infine, ¢ & I'unico omomorfismo che fa commutare il diagramma, in quanto K = Gi1*G2/N, per costru-
zione, € generato da i1(G1) Ui2(G2) E|e dunque ¢ & “forzato” (dal fatto che poi; = @1 e poia = ¢3)
su un insieme di generatori, dunque su tutto il gruppo. ]

Osservazione 86. Nella dimostrazione sopra, al posto di S = {ji(h) - ja(h)™'|h € H}, dato T un
insieme di generatori di H, avremmo potuto porre S’ = {jl(h) -ja(R)" Y| h e T}, in quanto

<S8 >=<8>

39 quello con H = {1}.
4ONello scrivere ji(h) - j2 (h)_1 come elemento di G * G2, interpretiamo G e G2 gia come sottogruppi di G * Ga.
Perché G * Go & generato da G U Ga.
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3.18 Presentazioni di gruppi

Una presentazione (finita) di un gruppo € un dato di questo tipo: un insieme finito di simboli (“ge-
neratori”) S = {x1,...,z,} e un insieme finito di parole nei simboli, cio¢ un sottoinsieme finito
RC F(xy,...,zp) @ Si pone quindi G = F(9)/«Rr> = F@1,2n)/<ry . r>, dove R = {r1,...,1}. G
¢ il gruppo presentato dalla coppia S, R e si scrive spesso G = (S| R).

G = (v1, 22,23 | T125 5x3x1_13:2:v3> lo dobbiamo immaginare come il gruppo piu grande generato da
x1, T2, T3 € nel quale valga x1$2_5a:3x1_1m2:53 =1

Esempio 72. Se G = (a,b|aba='b~1) (2 generatori e 1 relazione), allora G = Z & Z = Z2.

Dimostrazione. G = F(ab)/<aba='b=1> e sia m : F(a,b) — G. Poiché 7 & surgettiva, G & generato
da@ = 7(a) e b= 7(b) (in quanto F(a,b) & generato da a e b). aba'b " = 1, cioe @b = ba, dunque
@ e b commutano. Visto che G & generato da @ e b, ne segue che G & abeliano. Dal momento che
I'unica relazione imposta & proprio il commutatore tra @ e b, ci aspettiamo che G sia il gruppo libero
abeliano su due generatori, cioe Z @ Z: vediamolo formalmente.

In generale, una presentazione di G ci consente di costruire omomorfismi da G in altri gruppi:

Proposizione 3.18.1. Siano G = (S|R) e un gruppo Z. Una funzione f : S — Z “induce” un
omomorfismo f: G — Z <= l'estensione di f a F(S) manda ogni r; € R nell’identita di Z. In tal
caso, f € unico.

Dimostrazione. Per la Proposizione data f: S — Z, 3lg : F(S) — Z omomorfismo tale
che f(z;) = g(z;) Va; € S (al solito, pensiamo S anche come sottoinsieme di F(S)).

Se g(r;) = 1 V¥r; € R, allora R C Ker g, per cui < R > C Ker g, dunque g passa al quoziente definendo
f: F(S)/«Rr> = G —> Z che, per costruzione, soddisfa f([xz]) = f(x;) Va; € S.

L’unicita di tale fé ovvia perché le classi degli z; € S in G generano G e dunque, poiché fé fissato
sugli x;, e fissato su tutto G.

11 viceversa (cioe che, se f si estende ad un omomorfismo di G, allora g(r;) =1 Vr; € R) € ovvio. [

f: G — Z?2
Tornando all’Esempio |72 costruiamo a +— (1,0) . Un tale omomorfismo esiste perché
b — (0,1)

F@) O (@) ) Mo e 22

cioe I'unica relazione ¢ mandata dalle prescrizioni nell’identita del codominio.

Dunque, visto che f(a) e f(b) generano Z?, abbiamo che f : G — Z? & surgettiva.

Per vedere che ¢ anche iniettiva, ci sono varie possibilita: poiché gia sappiamo che G ¢ abeliano ed

¢ generato da 2 elementi, la tesi potrebbe seguire facilmente dal Teorema di classificazione dei

gruppi abeliani finitamente generati, altrimenti poniamo : z? — —n , OSserviamo
’ (m,n) +— a@m-b "’

che, proprio perché G & abeliano, k € un omomorfismo e che ko f = Idg, il che & ancora vero perché

G ¢ abeliano, dunque in G vale

am Pt g Y = azi-‘:l m; | bzz':l 7
RN . . o . -n
(cioe ogni elemento di G si scrive nella forma @™ - b per qualche m,n € Z). O
“2Gruppo libero sui generatori x1, . .., Tn.

43«piyi grande” nel senso che non valgono altre relazioni, se non quella data e tutte le sue conseguenze.
44 0Ovvio perché Z2 & abeliano.
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3.19 Gruppo fondamentale del toro

Per calcolare il 7, del toro, una prima possibilita € mostrare che 71 (X x Y) = 71(X) x m1(Y) E e
dedurne che m1(S' x S1) = (Zx Z,+) = (Z® Z,+) = (Z2,+).
Vediamo un metodo alternativo che si estende ad altre superfici:

sia m : [0,1]> — toro la proiezione al quoziente. Poniamo e
A'=(0,1)x (0,1) C[0,12 e A=7(A), B'=[0,1*\ {(3, 5)} ° ~
e B=mn(B') =toro\ {m (3,3)}.

Tt A’ — A & un omeomorfismo, per cui A = A’ = (0,1)2 & semplicemente connesso, cioe

(A, z9) = {1}. & f A
B’ si retrae per deformazione radiale su 9([0, 1]?): AL —

ZINY
Questa retrazione per deformazione passa al quoziente sul toro definendo una retrazione per deforma-
zione di B su 7(9[0,1]*) = S v ST,
AN B & omeomorfo, tramite 7, a A'N B’ = (0,1)?\ {(%, %) }, |«
che ¢ omotopicamente equivalente a S': b
Poiché A, B e AN B sono aperti connessi per archi, possiamo usare il Teorema di Van Kampen.
Il diagramma che ci interessa e

(jA)* \
1

Percio, m(toro, xzg) = {1}*(Z*2)/N, con
N =< {(ja)(n) - (75)s(m) " [ € Z} > = < {(ja)e(1) - () (1)}

(j4)« non puo che essere 'omomorfismo banale, perché m;(A) € banale,
dunque (ja)«(1) = 1[} Dobbiamo studiare (jz).: 1l laccio viola & un
rappresentante del generatore 1 € m1(A N B, xp). In B, il laccio viola ¢
omotopo ad a *b* a~! xb~1: m(B) = m(S' v S1) & il gruppo libero
generato da a e b. Percio

{1}
(j,V \
46
z
ZxZ

m1(toro) = {1}xF(ab)/«aba=1b- 1> = F(ab)/<aba= b1 =
= (a,b|aba"1b71) = Z* jp:ANB~S! — B~ SIS

?Qui invece 1 & considerato come elemento neutro.
Questo perché (j4)«(1)-(jB)«(1)"t = 1-(aba=1b71)~! = (aba='b~1)~!, che genera lo stesso sottogruppo
normale generato da aba~ b~

45Vedasi Esercizi VII settimana, Esercizio 78.
46Notazione abusiva: il risultato dipende anche da (ja)« € (jB)«.
47Qui 1 va inteso come generatore di Z.
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3.20 Caso delle superfici di genere g > 2

Una superficie E| compatta e orientabile |E| e e
necessariamente omeomorfa a una di quelle
a flanco:

gz/%:o ng/}=| 3;2 5:3

Quanto visto finora ci basta per dire che
52 22 S§1x 8. non sono neanche omotopica-

mente equivalenti, in quanto 71 (S?) = {1},

mentre 71 (St x S1) = 72, 51
Fissiamo g > 2 e cerchiamo una presenta- %

zione di m1(Xy) =: T'y. LT

/”
W L‘A’ g .
“Cioe varieta topologica di dimensione 2 3
Definizioni di corsi superiori a questo.

Descriviamo 3, come quoziente di un 4g-agono (come in figura):

Tirando le diagonali viola, dividiamo il 4g-agono in ¢ poligoni:
il primo e l'ultimo sono pentagoni, gli altri esagoni. Si vede
facilmente che al quoziente tutti i vertici sono identificati [}

“Verificarlo per Esercizio.

Al quoziente, il primo pentagono da b

Riattaccando tutto insieme si ottiene
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Usiamo esattamente gli aperti analoghi al caso del toro, cioe, detto P il 4g-agono, A = w(P \ 0P)
semplicemente connesso, B = 7(P\{punto interno}) ~ w(0P) = §' v---v Sl e ANB ~ P\OP ~ S'.
~—

29
Percio
Pg = 7r1(2g) = {1} *z7 F(al, bl, az, bg, ... Qg, bg) = F(alvblv~~~ua97bg)/<<a1b1af1bfl ~~~~~ agbgaglb;1>>@
Dunque 71(X4) =Ty = (a1, b1,...,a4,bg|[a1,b1] - [az,ba] - --- - [ag, bg]), dove [z,y] = xyx—ty~L.

Dimostriamo ora che I'y = T'yy <= g = ¢’. A tale scopo, definiamo il rango rank(G) di un gruppo
G come il minimo numero di generatori di G. Ad esempio rank(Z") = n, perché Z™ ¢ chiaramente
generato da n elementi e non puo essere generato da m < n elementi, in quanto, detti v1,..., v,
tali elementi, avremmo Spang(v1,...,Un) 2 Spanz (vi,...,vy,) = Z", ma, essendo Spang(vi,. .., Un)

N

un sottospazio vettoriale di R™ e poiché un sottospazio vettoriale di R che contiene Z™ e tutto R™,
avremmo che R™ sarebbe generato come spazio vettoriale da m vettori 4 se m < n.

Proposizione 3.20.1. rank(I'y) = 2g.

Dimostrazione. La presentazione di I'y data sopra ha 2g generatori e dunque rank(I'y) < 2g. Osser-
viamo che, poiché I'y = (a1, b1,...,aq,bg) |[a1,b1] - --- - lag, bg]), la mappa

. 2
P {al,bl,...,ag,bg} — Z%
a; — €;
bi — €g+i

dove eq, ..., e, ¢ la base canonica di Z%9, verifica 1(a1)1(b1)(a1) 1 (by) =L - - :@0, percio v si
estende a un omomorfismo ¢ : I'y — zZ29.
Tale omomorfismo & surgettivo EL per cui rank(I'y) > rank(Z%) = 2g El O

E vero che, se f : G — H & omomorfismo surgettivo, allora rank(G) > rank(H)
(simile alla dimensione di spazi vettoriali). Pero, se H ¢ un sottogruppo di G, allora puod benissimo
accadere che rank(H ) > rank(G) (diversissimo dalla dimensione di spazi/sottospazi vettoriali).

Teorema 3.20.2. Sono fatti equivalenti:
Dg=4g.
@ X4 é omeomorfa a By .
@) X4 & omotopicamente equivalente a L.
@ m(Zg) = m(Zg).

Dimostrazione. (D=@=@)=@) sono ovvie.
== Se rank (m1(X,)) = rank (71(2,/)), allora g = ¢'. O
(=) (m1(24)) (m1(Z¢))

48Unica parola di lunghezza 4g.

49Tn quanto Z%¢ & abeliano.

®0La base canonica & nell’immagine.

5In quanto I'immagine di un qualsiasi insieme di generatori genera ’immagine.
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3.21 Rivestimento universale

Definizione 3.21.1. Un rivestimento p : E — X si dice universale, se E ¢ connesso per archi e
semplicemente connesso.

Seguira da quanto vedremo che un tale rivestimento & unico 7]

R — st s* — P*(R)

. > 2.
t —s 27t v — [v] vn =2

Esempio 73.

Teorema 3.21.1. Se p: E — X rivestimento universale e xg € X, allora ’7r1(X, xo)} = ‘p‘l(ajo)}.

! (Xv mO) — F

b — T[]
¢ bigettiva. Poiché E & connesso per archi, I’azione di monodromia & transitiva, per cui ¢ & surgettiva.
Se 9 ([y]) = ©([]), allora To - [y] = To - [6] = Zo-[7] - [y '] = Fo - [6] - [y '] = To = To - [0 %77 '] =
[6 % y71] € Stab(Zo) = pu(m1(E, T0)) 5 {1} = [0+ 771 =1 == [5] = [7] e ¢ ¢ iniettiva. O

Dimostrazione. Fissiamo Zg € F = p~!(zo) e mostriamo che la mappa

Corollario 3.21.2. m (P"(R)) = Z/2z Vn > 2.

Dimostrazione. S™ — P™(R) & un rivestimento universale, per cui |m(P"(R))| = |fibra| = 2 @ e
I'unico gruppo con 2 elementi & Z/2z. O

Definizione 3.21.2. Uno spazio X é semilocalmente semplicemente connesso, se Vxg € X JU
intorno di xg tale che, detta i : U — X Uinclusione, i, : 71 (U, xg) — 71 (X, 29) & l"omomorfismo
banale. In altre parole, ogni laccio in U basato in xg é omotopicamente banale in X.

Teorema 3.21.3 (Esistenza del rivestimento universale).
Ogni spazio semilocalmente semplicemente connesso ammette un rivestimento universale.

Ovviamente, localmente semplicemente connesso = semilocalmente semplicemente connesso,
dunque, ad esempio, le varieta sono semilocalmente semplicemente connesse (e anche il bouquet di
varieta: pensateci).

In effetti vale: X ammette un rivestimento universale <= ¢ semilocalmente semplicemente connesso.
(:>) E facile: dati p: E — X universale e o € X, 3U intorno di zg ben rivestito; siano

J
V C p~}(U) uno degli aperti tali che py, : V — U sia omeomorfismo e g: U — V 14 r B
Iinversa di pj,,. Abbiamo il diagramma commutativo a fianco: ix = p« 0 jx 0 g, ma 9 ip

71(E) & banale, dunque p, o j, 0 gs, fattorizzando attraverso il gruppo banale, & banale. U - X
i

(<:) B piu laboriosa: dati X e xyp € X, si definisce E come l'insieme delle classi di omotopia a
estremi fissi deil cammini in X con punto iniziale zq e si pone p([y]) = 7(1). Dobbiamo topologizzare
E [ e tutto torna. Non vediamo i dettagli.

Vogliamo ora studiare gli omomorfismi (ma soprattutto gli automorfismi) di rivestimento. Per farlo,

ci serve il seguente fondamentale
Teorema 3.21.4 (Sollevamento per mappe qualsiasi).

Siano p : E — X un rivestimento, xo € X e Zg € p~'(xq). Se Y ¢ connesso - (E, 7o)
per archi e f 1Y — X tale che yo € Y e f(yo) = w0, allora 3f : Y — FE f///w lp
tale che f(yo) =To epo f = f < fi(m(Y,10)) C p«(m1(E, o)) E|

(Y, yo) — (X, .CC())

“Sono entrambi sottogruppi di 1 (X, zo).

52A meno di una opportuna nozione di isomorfismo che implica ’omeomorfismo degli spazi totali.
53Poiché F & semplicemente connesso.

40gni classe in P™(R) ha 2 preimmagini in S™.

5La meno interessante.

S6La pit interessante.

57Se X & metrico, si usa la convergenza uniforme sulle mappe continue da [0,1] in X.
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Dimostrazione. (:>) Imm f, = Imm(po f)* = Imm(p, o f*) C Imm p,, che & la tesi.

<) Definiamo f cosi: Vy € Y, scegliamo arbitrariamente P lore A1
(«=) Del f y g e Pl
un cammino v € Q(Y, yo,y). @ S EE

Sia o = f o yz,. Poniamo f(y) = a(1). 1 o l,P

E chiaro che, se f come nella tesi esiste, f oy deve essere un Y P Sz )

sollevamento di f o~ da Xy, per cui f(y) =f (’y(l)) deve essere i

—_~—

uguale a f o9z, (1) € questa ¢ I'unica definizione possibile; cio mostra I'unicita.

Per concludere, basta verificare che f sia continua E| e che

fsia ben definita, cioe f(y), come definito sopra, non dipende for' \%M
dalla scelta di . E qui che si usa l'ipotesi: sia v € Q(Y, y0,y). I sgall?
Osserviamo che v * (v')~! € Q(Y, 0, %0) e 2 -
e
[f O 7y * (f O’y/)—l] — f*([’Y * (7/)—1]) C Imm f, (;E| Imm p, \/Cj?b’ =

“Elementare ma un po’ noioso, lo omettiamo.
bPer ipotesi.

Dunque [(f o 7) * (f o)7!] € pu(m1(E, Ty)) = Stab(zy) @ cioe (f o) * (fo~')~! sisolleva in E
ad un loop basato in Tp. Questo ¢ equivalente al fatto che fc\)/fyio(l) = foy'5 (1). O

o

58GQtabilizzatore rispetto all’azione di monodromia.
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3.22 Morfismi di rivestimento

D’ora in poi, tutti gli spazi saranno connessi per archi.

Fissiamo X e due rivestimenti p; : £F1 — X e pg : Fo — X.

Definizione 3.22.1. Un morfismo di rivestimenti da p1 a p2 € una

mappa [ : E1 — FEy tale che pso f = py. Fy % By
Saremo particolarmente interessati al caso in cui py = p2 = p (dunque

Ey = Ey = E) e f ammette un morfismo inverso g : Eo — Ej tale che \ /
feg=gof=Idg epog=np. \

Una tale f e una tale g sono detti automorfismi di p. F ovvio che l’identita f

di E sia sempre un automorfismo e che la composizione di automorfismi sia ;
un automorfismo, per cui l’insieme degli automorfismi ¢ un gruppo che si x /
indica Aut(E -2 X), o, pit semplicemente, con Aut(p) o ancora, quando X

il contesto & chiaro, con Autx(E) o addirittura Aut(E).
Osserviamo che, se f € Aut(F), allora Vzp € X f(pfl(xo)) = p (), cioe f preserva le ﬁbre@

Proposizione 3.22.1. L’azione di monodromia e quella
degli automorfismi commutano, cioé, detta F = p~(x
g fi P~ (o) > }

e dato v € Autx(E), V[y] € m(X, o) si ha %, (>5>0)

e(@-])=¢@) -] VZeF f:/u 1 eyoc do. o
Q’)’!’

°Xo

Dimostrazione. Se 7z ¢ un sollevamento di v € Q(X, xg, xg) a partire da z, allora ¢ 04z & un cammino
che parte in ¢(Z) e solleva 7, in quanto p o ¢ = p. Per unicita dei sollevamenti, ¢ o0 7z = Vo () Percio

(@) - [V = Fp@ (1) = @0 35(1) = ¢(Fz(1)) = ¢(z - [])
0

Proposizione 3.22.2. Autx(F) agiscono su E in maniera propriamente discontinua (e, in partico-
lare, libera,).

Dimostrazione. Siano ¥ € E, z = p(Z) e U un intorno ben rivestito di X, quindi p~*(U) = || Vi, con
i€l

V; aperto Vi € I, e Py, Vi — U ¢ omeomorfismo. Sia V' =V, 'aperto che contiene z. Pereconclu-

dere, basta vedere che, se p € Autx(E) e (V) NV # (, allora ¢ = Idg. Se

e(V)NV # 0, allora 3z € V tale che ¢(z) € V. Poiché pop = p, p(p(z)) = ( /‘l

ma pj,, ¢ iniettiva, per cui ©(z) = z. Sia ¢ che Idg sollevano p e verificano ¢(z) =

e Idg(z) = z, dunque, per unicita del sollevamento, ¢ = Idg, come voluto.

Teorema 3.22.3. Sia G un gruppo che agisce su uno spazio Y in maniera propriamente discontinua.
Sappiamo che quindip: Y — Y/G é un rivestimento m Vale inoltre Aut(p) = G.

Dimostrazione. L’inclusione G C Aut(p) € ovvia: per definizione, ogni g € G ¢ unamappag:Y — Y
tale che po g = p (e ha inversa g~ 1).

Inoltre, se ¢ € Aut(p), allora VZ € Y (z) appartiene alla stessa fibra di z, cio¢ alla stessa orbita,
dunque 3g € G tale che (Z) = g-T = g~ ' - p(Z) = T, cioe g~ o ¢ € Stab(Z), ma, poiché gli
Autx (E) agiscono in maniera libera (= Stab(Z) = {Idg}), g7' o ¢ = Idpg = ¢ = g e dunque
Aut(p) C G. O

%9 chiaro che f(p~H(=0)) Cp'(zo), infatti T € p~ " (x0) => p(T) = w0 = p(f(7)) = p(&) = v0o = f(T) €p ' (20),
e il contenimento ¢ effettivamente un’uguaglianza perché f & bigettiva.
50Vedasi Teorema
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Domanda: tutti i rivestimenti sono della forma Y — Y/G per qualche azione propriamente
discontinua? Autx (F) agiscono sempre transitivamente sulla fibra? @

Definizione 3.22.2. Un rivestimento p : E — X si dice regolare, se VF = p~(x) fibra in E
lazione di Autx (F) su F' é transitiva.

Esempio 74. I rivestimenti del tipo E — E/G sono regolari (visto sopra,).

Teorema 3.22.4. Se p : E — X ¢ un rivestimento, xg € X, F = p~'(xg) e 21,72 € F, allora
Jp € Autx(E) tale che o(T1) = To <= pi(m1(E,21)) = pu(m1(E, T2)).

Dimostrazione. Per il Teorema di sollevamento (Teorema [3.21.4) applicato al diagramma a
fianco, esistenza di un morfismo ¢ tale che ¢(Z1) = T2 equivale alla condizione
p«(m1(E,21)) C pu(mi(E, T2)) (B, %)

: . . o
Applicando lo stesso argomento alla costruzione di un morfismo 1 ta- Y. \Lp
le che ¢ (z9) = 1, si ottiene che 'isomorfismo cercato esiste se e solo se

pe(m(E,21)) = pi(m1(E, 22)).

-

(B, 71) —— (X, z0)

O]

Corollario 3.22.5. Autx(E) agisce transitivamente sulla fibra F = p~'(zg) <= 3% € F tale che
p«(m(E, 7)) < mi(X,20) <= VT € F pi(mi(E, 7)) < m (X, zo).

Dimostrazione. Per il Teorema I'azione di Auty (E) su F ¢ transitiva <= p,(m1(E,Z)) non
dipende da T al variare di £ € F, ma p (771 (E,E)) = Stab(Z) tramite azione di monodromia. Ora,
gli stabilizzatori di due punti di F' H sono coniugati e, al variare dei punti nell’orbita, otteniamo in
effetti tutti i coniugati di uno stabilizzatore. Dunque l'azione di Autx (F) su F & transitiva <= tutti
i coniugati di p.(m1(E,Z)) coincidono tra loro ﬁ, ciot se p, (m1(E, T)) ¢ normale. O

G < Autx(FE) agisce in modo propriamente discontinuo su E: E — E/G & un rivestimento. Se
H < Autx(E), anche H agisce in modo propriamente discontinuo e anche E — E/H & un rivestimento.

riv. . g
Osservazione 87. Vh € H (oppure € G), poh = p. /8

B3
rivip /
Osservazione 88. Anche R : E/H — X ¢ un rivestimento. X R

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che possiamo coprire X con aperti ben rivestiti rispetto a R. Sia

U un aperto ben rivestito per la mappa p e inoltre assumiamo che U sia connesso per archi. Visto che

¢ ben rivestito, £ 2 p~1(U) = | | W; tali che Plw, * Wi — U == W, sono connessi per archi (quindi
el

connessi) Vi € I = W; sono le componenti connesse di p~(U).

Osserviamo che H manda p~!(U) in se stesso: infatti, se w € p~1(U), allora p(hw) = p(w) € U.

Quindi H permuta le componenti connesse di p~1(U) e percio, se h- W; N W; # 0, allora h - W; = W

per qualche ¢,5 € I.

Consideriamo quindi V; = ¢(Wj;) aperti di £/H. Se V;NV; # 0, allora V; = Vj: infatti, 3z € V;NV tale

che x = q(y;) = q(y;), con y; € Wj e y; € Wj, cioe y; e y; hanno la stessa immagine, cioe 3h tale che

h-y; =y; = h-W; = W; = V; =V}, poiché le immagini tramite omeomorfismo di due elementi

coniugati devono necessariamente corrispondere.

Quindi, ¢(p~*(U)) = UV; = U Vi, con I’ € I e V; aperti di E/H, ma

iEl icl’ Wi == Vi =2 U
o7 (0)) = ROU) = BOW) = U T -
1€

Vogliamo mostrare dunque che anche R : V; — U sia un omeomorfismo: ¢ : W; — V; & omeo-
morfismo per definizione, mentre p : W; — U ¢ omeomorfismo per ipotesi, percio R lo ¢, perché la
composizione di omeomorfismi ¢ un omeomorfismo. ]

51Cid avviene, per quanto appena visto, per i rivestimenti del tipo E — E/c (Aut(p) = G e G agisce transitivamente).
52Cioe di punti della stessa orbita per la monodromia, che agisce transitivamente su F.
53Per un T € F o per tutti gli 7 € F.
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Lo scopo adesso € costruire tutti i rivestimenti cosi: X » X/H > X .

Ricordiamo che p : E — X & regolare <= Vg € X Auty(FE) agisce transitivamente su p~!(zo).

Osservazione 89. Se E — X ¢ regolare, allora E/auwtx(E) — X € un rivestimento bigettivo e
dunque un omeomorfismo.

Osservazione 90. Se p : X — X ¢ il rivestimento universale, allora é regolare.
Infatti, p, (7r1 ()N(, Zo) = {Id} che & normale.
Osservazione 91. Non tutti i rivestimenti sono regolari.

Esempio 75. Se X = S' v S', allora m(X,x0) = Z* Z, generato da o e B: aC xg 78 .

Senza perdita di generalita, as- R N T P L T S - SN S - SN
sumiamo Z; - &« = T;y1, cioe ) ) 1) 1) 1)
p~(wo) = {zi]i € Z}. B2 B-1 Bo A1 B2

p sulla retta & un rivestimento universale della prima circonferenza (quella con cammino «/), mentre p
su 3; € un isomorfismo tra f; e la seconda circonferenza (quella con cammino f3).
Notiamo che Autx (E) agisce transitivamente su p~! (), quindi questo rivestimento & regolare.

Cambiamo dunque rivestimento: ~ _ a T — % G — % F —C e F G, Oy
le due rette parallele si avvolgono Y 1 N 1
su « come due rivestimenti uni- B2 B1 g 5o B B2
versali, tutti i 8; sono in isomorfi- B2 Q B n b Q P2 Q
smo con (3 e tutti gli z;, anche se o« a« 0@ - a .~ e — a
T, > T Zy x Ty >

topologicamente diversi tra loro,
sono isomorfi a zg [/} Dunque & un rivestimento di un bouquet di 2 circonferenze. Visto che gli
elementi di Autx(FE) non possono scambiare, ad esempio, Ty con Z1, tale rivestimento non e regolare.

Proposizione 3.22.6. Sep: E — X ¢ regolare, xyp € X e 79 € E ¢é tale che p(Zy) = xo, allora
AutX (E) = ﬂl(vaO)/p* (Wl(E,fo)) .

Dimostrazione. Sia F : 71 (X,x9) — Autx (E), con F([o]) = g, tale che Zg - [a] = g(Z); tale g esiste
per definizione di rivestimento regolare ed & unico per il Teorema [3.10.1
F & un omomorfismo di gruppi: definiamo F([a]) =ge F([ﬁ]) =h,

To - [ox B] = g(Fo) - 18] =% g (o - [B]) = g © h(Fo)

Quindi F([a * f]) = go h.

Vediamo che F & surgettivo: sia g € Autx(E). 1l 71 (X, x¢) agisce transitivamente su p~*(zo), dunque
o] € m1 (X, z0) tale che g(Zo) = Tp - [a] = F([a]) = g.

Inoltre, [a] € Ker F <= ¢ - [a] = Ty <= [a] € Stab() :mp* (m1(E, To)), quindi, per il Primo
Teorema di Omomorfismo di gruppi, 71 (X,z0)/p, (m (E,70)) = Autx (F). O

Corollario 3.22.7. Se E é il rivestimento universale, allora Autx (E) = m (X, o).

Definizione 3.22.3. Due rivestimenti p1,p2 di X si dicono isomorfi, se Ip,1 tali che o = Idg,
e poy =Idg,.

Teorema 3.22.8. Se X ha un rivestimento universale m : X — X tale che m(Zo) = xo, allora

{ Rivestimenti regolari di X} @ +— {Sottogruppi normali di 71 (X, z0)}

64 semplicemente connesso.

55Sono tutti punti con 4 rette che escono/entrano.
56Per la Proposizione

57Per il Teorema

58 A meno di isomorfismo.
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Dimostrazione. Sia ® : {Rivestimenti regolari di X'} @ — {Sottogruppi normali di 71 (X, z0)}.
Dato p : E — X rivestimento regolare e p(eg) = ¢, gli associamo p (7r1 (E, eo)) < 7 (X, ) e non
dipende dalla scelta di ey € p~!(z0) m

® ¢ iniettiva: siano py : By — X, con pi(e1) = xp, e p2 : Ba — X, con pa(e2) = xo, rivestimenti
tali che pl*(m(El,el)) = pg*(m(Eg,eg)). Dunque, per il
Teorema dp : By — E» tale Ehe p(er) = ey ed (E1,e1) —_— (Es, )
I : By — FEj tale che ¢(e2) = eq, percio ¥ o p(e1) = e; e &7/
po(es) = eq, cioe P o ¢ e Idg, sono sollevamenti di p; che \ /
coincidono su e;. Quindi, per il Teorema Yop= (X, 20)

Idg,. Analogamente ¢ o1 = Idg,.

Concludiamo quindi che i due rivestimenti sono isomorfi e che la mappa @ ¢ iniettiva.

Lemma 3.22.9. Dato H < m1(X, z9) gli corrisponde un K < Autx (X)

2 T Auty(X) 5 X,
Se E =X/k eq: X — E ¢ la proiezione, allorap : E — X ¢ un utx (X) PN Wl([a]l‘o)
rivestimento di X. Se eg = q(Zo), allora p,(m(E,e0)) = H. K PN It

Il Lemma (3.22.9| conclude la dimostrazione del Teorema [3.22.8| (dimostra che ® & surgettiva).

Dimostrazione. (Lemma [3.22.9) Ricordiamo che p.(m1(E, e)) = {[o] € m1(X,20) | €0 - [a] = e}
azione su p~1(z0)CE I= zione su 71 (z0)CX
eo-lo] = q(@o) o] M a(@o-[o])

4(To) = 4(To - []) = 4(9(%0)) =g € K
p«(m1(E,e0)) = {a|il g corrispondente ¢ in K} = H.
Questo conclude dunque anche la dimostrazione del Teorema [3.22.8

Esercizio 14. Classificare tutti i rivestimenti regolari (connessi) di X = S* Vv S di grado 2 o 3E|

Grado 2: classifichiamo i sottogruppi normali di indice 2 di m(X): la fibra & m.(X.20)/p, (m1(E.e0)).
Determiniamo i sottogruppi H <0 Z x Z tali che Z+Z/n = Z/2z = {£1}. Guardiamo dunque una mappa
del tipo ¢ : Z* Z — Z/27 tale che Keryp = H.

Z x Z & generato da due elementi « e 3, percio abbiamo solo 3 possibilita@

a—1 /ﬁ\,l
p: = aC e e Dua
B
@ —1 — B — o8
QOZ [ [
«
ar— —1 @
()0: — .&_/.
S (7
B

Grado 3: c¢’¢ un’attenzione ulteriore da fare: puo essere che 3p: Z*Z — Z/3z e ) : ZxZ — Z/3z
tali che Ker ¢ = Kerv <= Iy € Aut(%/3z) tale che ¢ = x o p.

59 A meno di isomorfismo.

"Usiamo il fatto che p : E — X sia regolare.

"Zo-[a] = az, (1) = goaz, = e, ¢ un sollevamento di a da ¢(Zo) = e0 = ¢(To-[0]) = q(az, (1)) = e (1) = eo-[al].
"?Vedasi Esercizi VII settimana, Esercizio 80.

a—1
"Perché ¢ : { non e surgettiva.

Br—1
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Esercizi VI settimana

Esercizio 71. Sia C = {(x,y,2) € R¥| 2?2 +y?> = 1, 2 = 0} la circonferenza unitaria collocata su un
piano orizzontale in R3. Si calcoli 71 (R \ O).

Dimostrazione. Siano A=R3\ D, con D = {22 +¢y> <1, 2 =0}, e
B =*“toro pieno aperto” in figura: -

; : : 20,20 .2 _ /0.
A si retrae per deformazione, ad esempio, su {(z,y, z) | z°+y“+2° = 4}:
dunque & connesso per archi e semplicemente connesso.

B = (D2) x S, per cui & connesso per archi e 1 (B) = Z in quanto B ~ S1
ANB =B\D = Dx (S'\{P}) =& D x (0,27), che &

contraibile, dunque semplicemente connesso:

o'w%

Per il Teorema [3.15.1] poiché AN B & connesso per archi e semplicemente connesso,
m(X)=m(AUB) =m(A)«xm(B)={1}xZ2=2

Il Teorema di Van Kampen ci dice anche chi sia un N
RN . PN
generatore, cioe quello di 7 (B): C 4

oA'/zr,/ﬂig\C)
0

"48i retrae per deformazione sul suo “cuore” che & un S*.
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Esercizi VII settimana

Esercizio 76 (Teorema di Borsuk-Ulam).
Si mostri che non esistono funzioni continue f : S> — S1 tali che f(—x) = —f(x) per ogni x € S2.

Dimostrazione. Per assurdo, si supponga che una tale f esista:

S? — St
f si solleva, se f, (771(52,1’0)) C px (ﬂl(R,yO)) per qualche g, o tali che f(xg) = p(yo). Poiché S?
~ UL R R
¢ semplicemente connesso, f si solleva a f. Poniamo I ~ ~ . Diciamo che
z — f(z) - f(-2)
Jwg € S? tale che g(xg) = 0. Infatti, preso z; € S? a caso, se g(x;) = 0, allora abbiamo finito,
altrimenti,

g(—a1) = f(~a1) — f(— (~21)) = f(—21) — f(a1) = —g(1)

per cui g(z1) e g(—x1) hanno segni opposti, ma S? & connesso, per cui g(S?) ¢ connesso, dunque
0 € g(S?), cioe Irg € S? tale che g(zp) = 0. Quindi f(xg) = f(—z0), da cui

F(@o) = p(F(z0)) = p(F(—0)) = f(—0) 4
]

In realtd abbiamo dimostrato di pitt: Vf : S — S! continua, 3z € S! tale che f(xg) = f(—z0).
Vale ancora di piu:

Esercizio 77. (1) Per ogni applicazione continua g : S*> — R? esiste x € S? tale che g(x) = g(—x).

Dimostrazione. (1) Per assurdo, sia g : S — R? continua tale che g(xg) # g(—w0) Vro € S?, quindi
¢ ben definita e continua la mappa f : S — S! tale che f(x) = %. Vale inoltre, per
costruzione, f(—z) = —f(x), ma questo contraddice I’Esercizio 4 ]

Esercizio (1) = Esercizio (2) “In ogni istante, sulla superficie terrestre esistono due
punti antipodali aventi stessa temperatura e pressione atmosferica.”.

"5p & il rivestimento universale.
"Volevamo f(x0) = —f(—0).
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CAPITOLO

4
FUNZIONI OLOMORFE

fi
Dato U C R™ siamo interessati alle funzioni del tipo f : U — R", cioe colonne del tipo f = | : [,
fn
f
ov
che hanno derivata parziale rispetto a un vettore v definita come % = : e, in particolare, anche
Ofn
ov
of _ of
Ox; ~ Oe;”

Definizione 4.0.1. f ¢ differenziabile in p € U, se esiste un’applicazione lineare L tale che

J@+p) = ) + L(2) + oJa]), con ggnoo(,j‘) 0

Tale applicazione L, se esiste, si chiama differenziale di f in p e si indica con df,. Percio
%~ 100
ov :

Noi siamo particolarmente interessati alle situazioni del tipo: f: U — C = R?, U C R™, e, per

comodita, invece di pensare f = (g), lo identificheremo con f = g + ¢h, dunque

of dg  .0h

oo
Inoltre, in C sono definiti anche:

Prodotto: date f,o : U — C, & ben definita f;

e df,=dg,+idh,

Coniugato: data f: U — C, & ben definita f;

Reciproco: data f: U — C, se f # 0, & ben definita %

CxC — C

Osservazione 92. Consideriamo applicazione
(z,w) — zw

e, se constderiamo z = x+1iy
ew=1u-+1v, si ha
w(z, w) = zu — yv + i(zv + yu)
p e C e, in particolare, & differenziabile:
dM(zo,wo) (Zv U)) = d/"(zo,wo)(zu 0) + du(zo,wo)(07 w) = zwp + 2w

poiché z — zwyq € lineare e quindi il differenziale é uguale alla funzione; analogamente per w — zpw.
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Corollario 4.0.1. Se f, sono differenziabili in p,

U —s CxC £soC
p — (f(p),e)
(z,w) —  zw

allora d(f), = f(p) dep + ©(p) dfy

Esercizio 15. Se f é differenziabile, allora
_ - 1 df
(df),=df, e dp=-
? g f f?
Tali formule (analoghe) possono essere ottenute anche per %.
Consideriamo adesso U C C = R? e studiamo quindi funzioni f : U — C.
f(z) = z[[e f(z) = z ]| sono R-lineari:
dzp(u) =u dz,(u) =7u
Cioe, se indichiamo z = x + iy e Z =  — iy, dove e y sono le funzioni che associano a p € C la sua
componente reale e la sua componente immaginaria, allora

dz=dx+idy e dz= dax—idy
z & C-lineare, cio¢, preso A € C, z(A\u) = Az(u), e z & C-antilineare, cio¢ Z(\u) = A\z(u).
Osservazione 93. Homg(C,C) ¢é uno spazio vettoriale di dimensione 4 suR e
Homg(C, C) = Homc(C, C) [f| & Homg(C, C)[]

Dimostrazione. dimec (Homc(C,C)) = 1 => dimg (Hom¢(C,C)) = 2 e dimc (Homg(C,C)) = 1 =
dimg (Homg(C,C)) = 2. Basta quindi dimostrare che Homc(C, C) N Homg(C, C) = {0}:

consideriamo dunque un elemento 7" € Homc(C,C) N Homg(C, C) tale che T'(1) = «, quindi, visto
che T' € Hom¢(C,C), T ¢ C-lineare, T'(i) = ia e, poiché T' € Homg(C,C), T' ¢ C-antilineare, cioe
T() = —ia = ia=—la=—=a=0=T=0. O

Dunque,
Homg(C, C) = Hom¢(C,C) ® Homg(C,C) = Cdz @ Cdz

in cui infatti dz € Hom¢(C,C) e dzZ € Homg(C, C).
Se f € una funzione U — C, con U C C, differenziabile in un punto p, allora

of of
dfp = %(p) dxp + @(P) dyp
Vorremmo pero riscrivere d f rispetto a dz e dz.
Sia dunque f : U — C differenziabile in un punto p:
dzp = dzp +idy, dz, = dz, —idy,
= dt 0 oy, e
2 27
~of1 . 0f1 __Lgof of L/of Of\ ,._
= df = 6x2(dz+dz)+ 8y2i(dz dz) = 5 <8x Zay dz + 5 \ 92 +Z8y dz =
N— ——
of of
0z oz
_of of
= 2 dz + e dz
~ - = —

parte C-lineare  parte C-antilineare

LChe indicheremo semplicemente come la funzione z.
2Che indicheremo semplicemente come la funzione Z.
3Cioe VT € Homc(C,C), T(u+v) = T(u) + T(v) e T(\u) = AT (u
1Cioe VT € Homg(C,C), T(u+v) = T(uw) + T(v) e T(Au) = AT (u

~

N
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Definizione 4.0.2. Dati U un aperto di C, zo € U e f : U — C, diciamo che f é olomorfa in zg,

se esiste
i Z0 +2) = f(z0) _ f/<20)

z—0 z

f si dice olomorfa in U, se f ¢ olomorfa in zg Vzo € U.
Esempio 76. f(z) = z é olomorfa:
f(z+20) = f(z20) _ . 2

lim =lim-=1
z—0 Z 20 2z

Esempio 77. f(z) =Z non ¢é olomorfa:
Z+ 29— 2o i z

hmf(2+zo)—f(zo) e i R T

z—0 z z—0 z z—0 2z

e questo limite non esiste: z = pe'? = % =20

Teorema 4.0.2. Dati U aperto di C, f: U — C e zg € U, i sequenti fatti sono equivalenti:
@ f & olomorfa in zy;
@ [ e differenziabile in zo e df,, é C-lineare;
@) f é differenziabile in zo e %(zo) =0;

@ f ¢ differenziabile in z, a%‘;(f) = alam;f) e mglx(f) dpée (cio¢ f soddisfa le equazioni di
Cauchy-Riemann).

Inoltre, se vale una tra queste, allora df,,(u) = f'(z0)u.

Dimostrazione. (@<= @)

of Bf
df = 8zd z + &
—— —

C-lineare  C-antilineare

df & C-lineare <= % =0.
(@<= @) Detta f = g+ih, con g =Re(f) e h =Im(f),

0= g 1<8f+ f> 1<8(g+ih)+i8(g+ih)>:1(8g+8h+i8g_8h>
2 \ Oz oy 2

0z 2 ox oy 0 ox oy 0Oy
Dunque
of = o
—(p) =0 <= { P ya
9z 5 = o

(OD=(@©) e dimostriamo anche che df.,(u) = f'(z0)u.

lim £+ 20) = FG0) ey gy, SEF20) = fz0) - z2f'(x0)
z—0 Z z—0 z

=0

Percio, se f & olomorfa in zg, allora

J(z+20) = f(20) + f'(20)2 + p(2), con lim p() =0
quindi
lim plz) lim plz) 2 =

z—0 Z| _z~>0 z |Z|

5Si chiama derivata olomorfa di fin zp.
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Segue che f ¢ differenziabile e anche che df,,(z) = f'(z0)z.
(@= (@) Sappiamo che f(z + z9) = f(20) + dfx(2) + p(2), con hII[l) P) — ), che riscriviamo come
z—>

B

f(z+420) = f(20) + Az + p(z), con Az = df,(2) = df.,(1)z

_ St )= f) _,  ple)

= lim 1z +20) = f(z0) :A—i-limM:A

z z z2—0 z z—0 =z

Osservazione 94. Date f,g olomorfe in zy:
1. f+g é olomorfa in zy e (f + g)'(20

2. fg & olomorfa in zy e (fg)'(20) = f

3. Se f(z0) # 0, % e olomorfa in zy e (

4. gof ¢&olomorfa e (g0 f)(20) = ¢'(f(20)) f'(20);
5. Non ¢é vero che, se f & olomorfa, allora f ¢é olomorfa;

6. Dati f : U — C funzione C*, U C C aperto, f olomorfa in U e zg € U, se f'(z0) # 0, allora f
¢ localmente invertibile, cioé IV, W intorni di zg e f(zo) = 21 tali che fiy + V. — W ¢ bigettiva,
LW — V ¢ olomorfa e (f71)(21) = %

Teorema 4.0.3. Se ¢ : U — R? ¢ una funzione C' con do(p) invertibile, allora ¢ ¢ localmente
invertibile, cioe IV, W intorni di p e p(p) = q tali che fi, : V — W ¢ bigettiva e fl;l W —Ve
Ct, con

df (a) = (df )"
Dimostrazione. (Osservazione (6.) Se f & derivabile in zg e f'(z9) # 0, allora df., (u) = f'(z0)u,

quindi df,, ¢ invertibile e

(df) (W) = f'(20)

O

Quindi il Teorema m garantisce che f sia localmente invertibile e che (df,,)~! sia C-lineare e
quindi, in particolare, che I'inversa locale sia olomorfa.

Definizione 4.0.3. Dati E, X connessi e U C X, una sezione di un rivestimentop: E — X ¢ una
mappa o : U — E continua tale che poo =1Idx.
Si dice locale, se U ¢ un aperto di X, e globale, se U = X.

Osservazione 95. Per definizione, se p ¢ un rivestimento, alloraVr € X 3U C X aperto con sezione
locale definita su U.

Proposizione 4.0.4. Se un rivestimento ha una sezione, allora p é bigettiva ed é un omeomorfismo.

E
/?(

7. ip

x =4 x

Dimostrazione. Tale o esiste, se

p*(ﬂl(E,fo)) D) IdX (7T1(X,CL‘0)) = 7T1(X,CL‘0) <:>p*(7T1(E,50)) = 7T1(X,$0)

Ricordiamo perod che p~!(zg) m(X.zo)
P (m (E,:Bo))
Se esiste o, allora la fibra ha cardinalita 1 = p ¢ un omeomorfismo. O
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}’f:U—>

Esempio 78. Dato U =C*=C\ {0 NN

U | ‘
L2 euna funzione olomorfa (come lo era z):

f'(z) =22#0 per z€ U. f inoltre ¢ C*

[ & un rivestimento: Vp € U f~(p) = {q,—q}, con ¢*> = p, e IV, V,, V_q, rispettivamente, intorni
di p,q,—q tali che f~X(V,) =V, UV_g e f:Vy,Voy — V.

Osservazione 96. [ non ha una sezione. Se avesse o : U — U tale che foo =1d, allora o(U) ~U
e il rivestimento sarebbe sconnesso.

Non esiste dunque una sezione globale di z — 22 su C*.
Localmente esistono sezioni e, poiché f’(z) # 0, possiamo assumere inoltre che le inverse locali siano
olomorfe

Possiamo anche calcolarne la derivata: of(p) = i, ricordando che f(q) = p = ¢ e f'(¢) = 2¢. Quindi,

localmente, (1/z) = 2\15.
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4.1 Serie di potenze e funzioni analitiche

oo
Definizione 4.1.1. Una serie di potenze (centrata in 0) é una serie del tipo ) anz
n=0

n
, con ay € C

VneNezeC.

o0
Una serie di potenze centrata in zg ¢ del tipo > an(z — zo)".
n=0

Fatto 4.1.1. Se una serie di potenze f(z) centrata in 0 converge in z = z1, allora converge assoluta-
mente ¥z tale che |z| < |z1]. Inoltre, il raggio di convergenza R si calcola tramite la relazione

1
— = limsup {/|ay|
R n

Definizione 4.1.2. Dato U un aperto di C, f : U — C si dice analitica, se Vzo € U dp > 0 e una
serie di potenze centrata in zg tale che

flz) = Zan(z —20)", per |z —zo| <p

n=0
Proposizione 4.1.2. Una serie di potenze € una funzione analitica.

Dimostrazione. Lo dimostriamo nel caso in cui la serie di potenze sia centrata in 0.
Siano R il raggio di convergenza della serie e U = B(0, R) aperta, dunque

f: U — Cc

oo
z > apz”
n=0

Preso zg € U, vogliamo dimostrare che, in un piccolo intorno di zg, f si scrive come una serie di
potenze centrata in zq: scegliamo p < R — |z9| = B(z0,p) C B(0, Ry), con Ry < R.

Consideriamo dunque la serie
oo

53 ol (7 ol

n=0 i=0
che converge per |w| < p, infatti,

DS () o™ = 3 fanl(jw] + J20l)" < 3 lan| R
n=0 i—o \' n=0 n=0

e converge, perché Ry < R. Quindi anche la serie

(o] n n

g E an<,>wzzgZ
7

n=0 =0

la possiamo sommare nell’ordine che preferiamo. Se sommiamo prima in 4,
o0
n
E an(zo +w)" = f(z0 +w)
n=0

Se invece sommiamo prima in 7,

iwi <i <1Z> anzg_i) = f(z0 +w)

n=t
b;
e, ponendo w = z — 2z,
oo
Z(z — 20)'b; = f(2), per |z — 2| < p.
=0

SE a termini positivi, quindi possiamo sommarla nell’ordine che pitt ci piace.
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Osservazione 97. Abbiamo dimostrato che f & analitica:

f(z)= Z(z — 20)'by, con by = Z <ZL> anzy "
i=0 n=i

Proposizione 4.1.3. Dati U un aperto diC e f: U — C,

1. se f e analitica, allora f ¢ olomorfa;
2. se f(2) = Y anz", allora f'(z) = 3. na,z"!
n=0 n=0

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che
(2.:>1.) Se f e analitica e zg € U, allora

o0

f(z)zZ(z—zo)b — fw+2) = Zw
n=0
(o]
Per 2., f(w+ zp) = > w"by, & derivabile, cioé & olomorfa, e quindi anche f & olomorfa in z.
n=0

o0
(2.) Supponiamo che f(z) = > an2z™ converga in B(0, R). Se dimostriamo che f sia olomorfa in 0 e
n=0

che f'(0) = aj, allora ne deduciamo che f & olomorfa in ogni 29 € U e che f'(z) = > nanzy !

Sappiamo infatti che attorno a zg

g(w) = f(z0 + w) Zw b;, con b; —Z< )anzg ‘

n=1

Se ¢'(0) = by, ciog g & olomorfa in 0, allora f(z) = g(z — z9) & olomorfa in zg e
f'(20) = ¢'(0) = b1 = Znanz
Dobbiamo dimostrare che f & olomorfa in 0 e f/(0) = as:

o
ao+arz+ 22> anz"? — ag

=10 i s (i )
n=2

Dobbiamo percio dimostrare che

: n—2 _
i (£ ) -

[e.e] oo
Ricordiamo pero che ) a,z" converge in |z| < p, quindi anche ) a,z"
n=0 n=2

~2 converge in |z| < p.

Per |z] < &,
n—2

(o) (o) p
> lanl 1772 <3 Janl (5)
n=2 n=2

che ¢ una serie finita. Percio

"9 n—2

oo o0 p
< lanl A2 <Y ol (5)
n=2 n=2

quindi hm z (Z anz" ) = 0. O
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Osservazione 98. Abbiamo dimostrato che la derivata di una serie di potenze é a sua volta una serie
di potenze, quindi le serie di potenze sono C™ e percio anche le funzioni analitiche sono derivabili in
senso complesso infinite volte.

o0
Osservazione 99. Inoltre, abbiamo una formula per calcolare i coefficienti: data f(z) = Y. anz",
n=0

f(0) =ao f10) = ar
f(z) = an"_lan '(z) = Z n(n —1)2""2a,
n=1 n=2
cioe, per induzione,
(n)
F™0) =nla, = ap = ! n'(O)

Questa implica che il modo di scrivere una funzione come serie di potenze € unico, ovvero,

oo o
se Z apz" = Z bpz" per |z| < p, allora a, = by, Vn
n=0

n=0

o0 o0
Osservazione 100. Data f(z) = Y. (z — z0)"an, oppure f(z) = g(z — 20), con g(w) = > way,,
n=0

9"(0) £ (20)

e a, =
n!

Definizione 4.1.3. Dati U aperto di C, f : U — C analitica e zo € U, ord(f, 20) |Z| ¢ detto ordine
di svanimento di f in zg ed é definito nel modo sequente:

o oo
f(z) = Z(z — 20)"a, = (2 — 2)F Z an(z — 20)" ", per |z — 20| < p
n=0 n=k

k, cioé il piu piccolo n tale che a, # 0, si chiama ordine di svanimento.

f(2) = (2 = 20)*g(2), con g(z0) #0

Equivalentemente, k ¢ il pit piccolo n tale che f(z9) # 0.
Se a, =0 Vn, osserviamo che f =0 in un intorno di zy e in questo caso poniamo ord(f,zp) = +o0.

Teorema 4.1.4. Siano U un aperto di C connesso, f: U — C funzione analitica e z, € U tale che
Zn —> 20 € U, con z, # 29. Se f(zn) =0 Vn, allora f =0 su tutto U.
n

Osservazione 101. L’ipotesi di U connesso é necessaria.

Infatti, se U fosse fatto di due componenti connesse, allora potremmo sempre definire una funzione
che ¢ f = 0 in una componente e f = 1 nell’altra, sarebbe comunque olomorfa, analitica e quindi
sviluppabile come serie di potenze in ogni intorno: localmente sarebbe come una funzione costante ma
non identicamente nulla.

Dimostrazione. f & una serie di potenze centrata in zp convergente in U = B(zg, R): dunque
2y — 29 € f(za) = 0. Se f # 0, allora f(z) = (2 — 20)¥g(2), con k = ord(f, z) e g(z0) # 0.

n
g ¢ analitica El, quindi g # 0 in un intorno V di zg, cioe g(z) #0 Vz € V:

f(z)=(2— zg)kg(z) #0, per z € V\ {z}

percio, se z, — zp e f(z,) = 0, allora z, = zy per n > 0, che contraddice I'ipotesi. Dunque f =0
in un intorno di zg.

Dal 1° step segue che, se f(z) = 0, allora ci sono due possibilita:

"Oppure ord,, (f).
8In particolare olomorfa, differenziabile e quindi continua.
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e z & uno zero di f isolato, cioe IV intorno di z tale che V2’ € V' \ {z} f(2) #0;
e JV intorno di z tale che f =0in V.

Sia W = {z € U| f(z) = 0}, dunque z, € W e, per continuita, anche zo € W.

Dal 2° step, Vz € W z ¢ isolato oppure z € W. Visto che almeno 2 € W, 1% # 0.
Dimostriamo che W ¢ anche un chiuso di U e, per connessione di U, otteniamo W = U, cioe la tesi.

Preso z € W N U, notiamo che f(z) = 0: infatti, poiché f = 0 su W, f=0su W Dunque z € W.

e Sez¢€ W, abbiamo finito.

e Se z ¢ isolato, allora z ¢ W e, poiché ¢ isolato, z ¢ W: sicuramente non ¢ il nostro caso.
O

Corollario 4.1.5. Date f,g: U — C analitiche e U connesso, se f = g in un aperto di U oppure se
f(zn) = g(zn) per una successione U 3 z, — 29 € U e z, # zp, allora f = g.
n

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema alla funzione f — g. ]

Supponiamo di avere una funzione analitica che, per qualche motivo, conosciamo in una piccola
regione V: ci chiediamo se esista un aperto U piu grande, cioe tale che V' C U, in cui la funzione
¢ definita. Nel caso di funzione a variabile reale, se & possibile estenderla in U, allora lo si puo fare
in moltissimi modi. Invece, per le funzioni analitiche c¢’¢ un solo modo per farlo per quanto abbiamo
appena detto: se la conosciamo in V', allora la conosciamo dappertutto (e quindi, in particolare, anche
inU).

gL

Consideriamo ad esempio la funzione ((s) = L con Re(s) > 1. Poiché ¢ analitica, ( si estende a

1

n

[e.e]
tutto C e quindi ha senso chiedersi quanto facciano, ad esempio, ¢ (%) o¢(-1)= > n,..
n=1
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4.2 Prolungamento analitico e domini massimali

Definizione 4.2.1. Siano V' C C aperto e connesso e f : V. — C analitica. Un prolungamento
analitico di f € una funzione analitica F': U — C tale che U ¢é connesso, V. C U e F|, = f.

Osservazione 102. Se F,G : U — C sono due prolungamenti analitici di f, allora F = G.

Definizione 4.2.2. Dato F' : U — C prolungamento analitico di f, U si dice dominio massimale,
se VG : W — C prolungamento analitico di f, con W connesso e U C W, allora W =U.

Osservazione 103. Dato V C C connesso, Vf : V. — C analitica esistono prolungamenti analitici
F:U — C tali che U sia un dominio massimale.

Dimostrazione. Sia .# = {F : U — C | prolungamenti analitici di f (con U connesso)}.

Sicuramente % # 0, perché una f : V — C & tale che f € Z.

Diciamo inoltre che % ¢ ordinato: dati F} : Uy — Ce Fy : Uy — C, F} C Fy, se Uy C Us (osserviamo
anche che FglUl =F).

Definizione 4.2.3. Una catena C é un sottoinsieme di F tale che, se ¢,d € C, allora sono
confrontabili, cioé ¢ < d o d < c.

Lemma 4.2.1 (Zorn). (Uno degli enunciati equivalenti all’Assioma della scelta.)
Dato F un insieme non vuoto parzialmente ordinato, se VC catena in % Af € F tale che f > ¢
Ve € C, allora .# ha almeno un elemento massimale m (ovvero, se x > m, allora x = m).

Sia quindi C = {F; : U; — C estensioni analitiche di f} una catena in .# e inoltre Vi,j U; C U;

oppure U; C U;. Possiamo quindi considerare U = | U; che & un aperto
i

Sia dunque F': U — C tale che, dato u € U,
F(u) = Fj(u) <= u el
Non dipende da i perché, se U; C U;, allora Fi|Uj = F;. I’ ¢ quindi ben definita e analitica. Inoltre
F

Fy, =f

quindi, a sua volta, F': U — C ¢ tale che ' € F ¢ F > F; Vi.
Per il Lemma di Zorn, % ha elementi massimali. Sia dunque .% > G : W — C massimale, allora

| ‘V

W e un dominio massimale. ]
Esponenziale
e Definiamo -
=35
n!
n=0
che converge Vz € C (converge assolutamente);
e Una ben nota proprieta ¢ la seguente:
N
—~
X .n 0 m 0 n ., m 0 |
r . w _ 2" w™\ 2 w™ ntm) pom 1
ce _<Zn!>.<zm!>_zn!m!_z alml - (n+m)!
n=0 m=0 n,m=0 n,m=0
oo N [e'¢)
N! n, N—n 1 N 1 zZ4w
=22 v L g =e
N=0n=0 N=0

9Unione di aperti.
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e In particolare, se pensiamo z = x + iy,

e =¢e"-e"

in cui e” & 'usuale esponenziale di un numero reale, mentre
X s\ 2 2n 1
ew:z“w —z z X ey =
n! 2 1
n=0 T )

Dunque e*+% = e%(cosy + isiny).

2n+1

2n+1)

=cosy +¢siny

Osservazione 104. e #£ 0 Vz € C.
Infatti, e 20 Vz € R e cosy + isiny # 0 Vy € R.
Osservazione 105. ¢ =1 <= ¢%- e =1
e’ =e* arg(e®) =y mod2r = =0 cy=2kn

Quindi le soluzioni di e =1 sono gli z = 2kmi, con k € Z.
In generale, se a #0, e* =a <= e - e =«

€% - e = e* = |a| = = = log |a]

arg(e® - %) =y mod 27 = arg(a) mod 27 := 0
Dunque y = 6 + 2kt = 2z = log |« + (0 + 2km).

exp: C — C*
z +— €

semplicemente connesso, € il rivestimento universale.

Troviamo dunque un aperto ben rivestito che contenga 1. I punti nella fibra di exp sopra 1 sono

Quindi la funzione e surgettiva ed € un rivestimento. Inoltre, poiché C e

2z, = 2kmi, con k € Z
Scegliamo p piccolo e sia U = B(1, p). Dato w € U, e* = w ha soluzione
wy, = log |w| + i arg(w) + 2km

Se p & abbastanza piccolo, allora —¢ < arg(w) < ¢ e Papplicazione w —— arg(w) & continua. Per
w € U, la mappa w — (log |w, arg(w)) = log|w| + i arg(w) & un omeomorfismo tra U e un piccolo
aperto W C C che contiene 0.

exp  H(U) = W + 2Zri

Se fissiamo W + 2k,

W + 2kmi
* R 1
Infatti, visto che R C C e St C C*, ¢ — CZ ¢ l'estensione di — it S . , cioe
z — e t +—— " =(cost,sint)

& Pestensione del rivestimento universale di St a tutto C*.

Osservazione 106. Per la Proposizione non esiste log : C* — C tale che expolog = Id.
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Domini massimali per il Logaritmo

Data exp : C — C*, la sua derivata & exp’(z) = exp(z) # 0 Vz € C, & un rivestimento e localmente
esiste un’inversa: per esempio, vicino ad 1 abbiamo costruito un’inversa w — log |w| + i arg(w), con
—e < arg(w) < €. Questa inversa locale ¢ olomorfa.

exp(0) =1 e exp’(0) = 1 ci dicono che esiste un’inversa olomorfa

L :intorno di 1 — intorno di 0

Questa L deve coincidere con l'inversa locale continua che abbiamo gia scelto, quindi quella che
abbiamo gia scritto € olomorfa:

oy~ 1 1
£ exp’ (E(z)) exp (E(z)) z

In realta, in B(1,1) £ la sappiamo scrivere:

log(1+ z) I Z ”H converge per |z| < 1
n=1

0 n
—> exp (Z(—l)"Hi) =1+zperzeR

n=1

Per il Teorema E vale Vz tale che |z| < 1. Percio

£ = Yoy =

n
n=1

Vogliamo quindi determinare dei domini massimali in cui & definito il logaritmo (per Esercizio).

0Questa uguaglianza vale per z € R.
1Sono due funzioni olomorfe.
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4.3 Integrazione di 1-forme

Definizione 4.3.1. Dato U aperto di C, una funzione w : U x C — C continua e R-lineare nella
seconda variabile é detta 1-forma .

. \ . \ le]
Osservazione 107. Se f: U — C ¢ una funzione C*, allora df ¢ una 1-forma e df,(v) = a—ﬁ(p).

Definizione 4.3.2. Le I-forme tali che w = df si dicono esatte.
Una 1-forma si dice localmente esatta (o chiusa), se Vp € U 3W intorno di p e w),, . ¢ esatta,
ovvero se 3g : W — C funzione C! tale che dg = w su W.

Se 7y : [a,b] — U & una curva C! e w: U x C — C & una I-forma continua su U, allora

fo= [ stwroa= [Copbona

Osservazione 108. Questa definizione non dipende dalla parametrizzazione: siano ¢ : [c,d] — [a, b]
C* tale che o(c) =a e o(d) =b e : [a,b] — U curva O, dunque § =~yop:[c,d — U e

/ /
4 Y

[eo= / csold Ot = ("o O )] at= [ () Bsw)] =

o / wroly ’<s>1ds=Lw

Esercizio 16. fv” w=— fvw.

Osservazione 109. Se w = df e ¢ una curva C*, allora

b b b
/w=/ wy [V (1)] dt:/ dfyml' ()] dt:/ (fo)(t)dt = f(v(b) — f(v(a))
— / df = f((0) = f (v(a)

4.3.1 Integrazione lungo curve C! a tratti

Definizione 4.3.3. Dato U aperto di C, la curva v : [a,b] — U si dice C1 a tratti, se ¢ continua
edep=a<ci <cp<---<cp=> tali che Viesei 1] sia C.

n—1
= / w

=0 |[chi+1]

Se v & definita come sopra, allora

Osservazione 110. Anche per curve C' a tratti,

[o-%]

Teorema 4.3.1. Sew ¢ una 1-forma su U continua e chiusa (localmente esatta), o, B sono due curve
Cl a tratti in Q(z0, 21,U) e supponiamo o ~ 3 EL allora faw = fﬁw

12Con estremi fissati, cioé 'omotopia lascia fisso zo e z1.

df = Zf Y(cir1)) — f(v(e) = F(7(0) — f(v(a))
1=0

[Civci+1]
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Osservazione 111. Se w = df, allora il Teorema ¢ ovvio:

/szf(zl)—f(zO):/ﬂw

Dimostrazione. Sia H : I xI — U l'omotopia di cammini. Vp € I x I possiamo considerare H (p) € U:
3B, = B(H(p), pp) intorno tale che w|, sia esatta: w = df.

1V, = H !(B,) formano un ricoprimento di I x I.

Quindi esiste un numero 6 > 0 tale che Vp € I x I B(p,d) C V, per qualche g. Scegliendo N > 0,
possiamo dividere I x I in N? quadratini @ tutti uguali tali che ognuno di essi sia contenuto in V), per

qualche p. Consideriamo le curve v9 = a,7v1,...,Yny = [B: 71 € una spezzata che in % vale H (N, ]@)
Similmente, definiamo 7; per j =2,..., N — 1.
Allo stesso modo, definiamo zy = dg, d1,...,0n = z1. Fissiamo un quadratino Q) di vertici A, B,C, D:

fos=fo ] e ) o ]
oQ 0; Yit1 1 i

Osserviamo pero che H(A), H(B),H(C),H(D) € B, H per qualche p, ma B), ¢ convessa e quindi le
immagini di 0;,7;, 041, 7i+1 sono contenute in B,. Percio

N-1
/w—/df f(A) = f(A )—0:>Z/ w=
i,j=0" @ij
Dunque
0= / 14:/w+/w—/w—/w
z]ZO 0Qij <0 B Z1 @
quindi, visto che fZO w= [ w=0 E Jow= f,@ w- -
Osservazione 112. Dati w chiusa e U aperto di C, ¢: mlU) — C
] — [yw

Lo sappiamo fare se [a] ha un rappresentante C' a tratti E
Osservazione 113. Per il Teorema [,,w non dipende dalla scelta di y € [a] (C' a tratti).

Osservazione 114. ® ¢ un omomorfismo di gruppi: fa*ﬁw = faw + fﬁw

Lemma 4.3.2. Siano w una 1-forma chiusa su U aperto di C e o, 3 : S* — U due curve chiuse C*
a tratti. Se a & omotopo a B come mappe da S' in U, ovvero esiste un’omotopia H : S' x I — U
tale che Hy = o e Hy = f3, allora [, w = fﬁw

Dimostrazione. Pensiamo «, 8 come curve da I in U 20 1 T\ - %
(4
y(t) = H(t,0) = H(t,1) Vt 1 e U

Quindi axy ~ %3 come curve in Q(zg, 21, U |E|, OVVero come ES (]
curve con estremi fissati. Dal Teorema 4 abbiamo 20 f 2,

z0

fox o= o= w—f/ e
y*B

e otteniamo la tesi. O

“Dimostrarlo per Esercizio.

13E una palletta in cui w & esatta.

14Tn questa somma, l'integrale lungo i cammini “interni” si semplifica.
1520 e z1 sono curve costanti.

16Per un aperto di C questo & vero.
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4.4 Criteri per ’esattezza di una 1-forma

Teorema 4.4.1. Data w una 1-forma su U aperto di C, sono equivalenti:

1) w é esatta.

2) fa w =0 per ogni a curva chiusa C* a tratti.

3) [ w= fﬁw per a, B curve Ct a tratti tali che a(0) = B3(0) e a(1)

5) faw = fﬁw per «, 3 spezzate con lati paralleli agli assi e tali che «(0)

Dimostrazione. 1)=>2) E chiaro: se w = df, allora

[ 4 = (V) = £(a(0)) =0 = a(0) = a(1)

2)=3) Se a(0) = B(0) e a(1) = B(1), allora consideriamo v = ax 3! che & C! a tratti e v(0)

dunque

o= fo [y o fom s [ o= [

3)=2) Se « ¢& chiusa, allora a(0) = a(1) = zp. Sia /5 la curva costante zp:

[ [

4)<=5) Analogamente a 2)<=3).

= B(1).
4) fa w = 0 per ogni o curva chiusa spezzata con lati paralleli agli asst.

= 5(0) e (1)

= p(1).

=7(1),

2)=—4) E ovvio: 2) & un’affermazione su tutte le curve C! a tratti mentre 4) solo sulle spezzate.

5)=1) Usiamo il seguente

Lemma 4.4.2. Dato U aperto connesso di C, ogni coppia di punti di
U ¢ connessa per archi da una spezzata con lati paralleli agli assi.

Dimostrazione. (Lemma[4.4.2]) Siano 2o € Ue W = {z € U|J curva
spezzata con lati paralleli agli assi che unisce zp e z}. Chiaramente
20 €W =W # 0.

Vediamo che W & aperto: siano z € W e B(z,R) C U.

Osserviamo dunque che B(z, R) C W.

Vediamo che W ¢ chiuso in U: sia z € W NU. Visto che z € U,
B(z,R) C U e, poiché z € W, 3w € B(z, R)y N W.

Quindi esiste una spezzata con lati paralleli agli assi che unisce zy a
w e la concatena con due lati che uniscono z e w.

Dunque, dato che U e connesso e W e sia aperto che chiuso in U,
segue che W =U. O

v

Vogliamo quindi dimostrare che w = df. Dimostriamolo per ogni componente connessa V di U.

Sia zg € V e definiamo, per z € V, f(z) = [ w, dove a & una curva
spezzata con lati paralleli agli assi che unisce zg e z. Per ipotesi, la
definizione di f non dipende dalla curva scelta e il Lemma [4.4.2
ci dice che una tale curva esiste. Dobbiamo quindi dimostrare che

df = w, con w = adz + bdy, cioe che gx —ae gg —

Vediamo % = a (Paltra ¢ analoga).

TPer definizione di jﬁ w
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Dobbiamo vedere che %(21) =a(z1), con z1 = (z1,y1) = z1 + tyY1:

of . . flertey)— flz,y)
gz 21) = Iy :

flxy) = [, we flxzi+e,m)= [ w+ fag w, dove ac(t) = (1 +t,y1) per 0 <t < e. Dunque

O y=tim 2 [ w=tim? [ w ot =tim > [ a@i +ty)dt = aer, )
ox “1 _51—I>r(l)€ agw_sl—I}(lJé“ 0 was(t)aa _sl—I>I(1)6 0 an Y1 - AT

Osservazione 115. Se U = B(0, R), allora possiamo sostituire laffermazione 4) con la sequente
4’) faw = 0 per ogni o che percorre il perimetro di un rettangolo con lati paralleli agli asst.

Dimostrazione. Per Esercizio.

Osservazione 116. Se U ¢ semplicemente connesso e w é chiusa, allora w é esatta.

Dimostrazione. Data o curva C! a tratti, abbiamo che a ~ pt, cioe & una curva costante, quindi, per

il Teorema |4.4.1
/w :/ w=20
o] pt

dunque w e esatta. ]
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4.5 Teorema di Cauchy

Teorema 4.5.1 (Cauchy).
Se U ¢ un aperto di C e f: U — C ¢é olomorfa, allora f(z)dz = w € una 1-forma chiusa.

Dimostrazione. Basta dimostrare che Vzp 3V intorno di 2z tale che f(z)dz € esatta in V.
Sia dunque V' = B(z, R). Dimostriamo che [ f(z)dz = 0 Vo curva che descrive

il bordo di un rettangolo con lati paralleli agli assi. Sia @ = JR: dimostriamo [y
che [,p f(2)dz = 0. Per assurdo, [, f(z)dz=A#0, con [A| > 0.

(2)dz = (z)dz + (2)dz + / f(z)dz+ / f(z)dz
OR ORI ORI ORI ORIV

Infatti, gli integrali lungo i lati interni si semplificano. Dunque

Al<|[ e [ @[ e

Per almeno uno dei rettangolini (senza perdita di generalita, prendiamo R) avremo

+ f(z)dz| + +

aRII

f(z)dz‘ > |4A’

ORI

Chiamiamo Ry = R, R1 = R!, ... e iteriamo questo procedimento: troviamo una successione di
rettangolini R,, uno dentro l'altro (costruiti come R') tali che

14]

flz)dz] =

ORn,

>

n [e.e] [e.e]
Poiché R, = (| R; # 0, per compattezza, (| R; # 0. Sia dunque U > z; € () R,. f & olomorfa in
) .

21, quindi ' = "
F2) = Fea) 4 ) = 20) 4 ple 1), con Jim HEZ ) o
Dunque
(2)dz = flz1)+ f(z1)(z —21) + plz — 21)dz =
ORy,, ORp

= f(z1)dz+ f’(zl)(z—zl)dz—i-/ plz—z1)dz = 4,
OR», OR», ORy,

0 0 & l,\/‘)

= / p(z — z1)dz = “somma di 4 pezzi”
ORn,

Vediamo quindi che

/al p(z —21)dz

/xz pla(t) — =) dt‘ < /@ p(a(t) — 21)| dt =

1 1

. /m la() — 21 - |o (a(t) — z1)| dt — 0

1

dove o(2) = ”ll)l(zz:;l\\)”

e tale che lim o(z) =0.
zZ—21

Detto P il perimetro di R, R, ha perimetro 4. e ||z — z1|| < P, < & per z € P,.

() dz /a f(z)dz+/a2 f(z)dz—ir/% f(z)dz—ir/mf(z)dz

OR,
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Supponiamo che, per n > N, valga 0(z — 21) <e,cone >0e z € Ry:

/m la(t) — 1] - |o(alt) — =) |dt < By - P

1

p? A
(z)dz §4P35—44n€’4n|§ f(z)dz| ¢
ORn, ORn,

O]

Teorema 4.5.2 (Cauchy).
Se U é un aperto diC e f: U — C ¢é continua e olomorfa in U \ {retta s parallela all’asse x}, allora
f(z)dz é una 1-forma chiusa.

Dimostrazione. Scegliamo V = B(zg,r) come sopra e dimostriamo che [, f(z)dz = 0 per ogni
rettangolo R C V con i lati paralleli agli assi.

Primo caso: R non interseca s.
Lo abbiamo gia dimostrato.

Secondo caso: un lato di R & contenuto in s.
Sia R. un rettangolo un po’ piu piccolo di R come in figura
(ci fermiamo a distanza e da s).

Dimosta ) Qe
imostriamo che A T/e I
lim (z)dz = f(z)dz 1 [ R
e—0 OR. OR X XL

da cui segue, sapendo dal Primo caso che faRE f(z)dz =0, C( (7)
anche [, f(z)dz = 0.
Notiamo intanto che

To2—T1 2—T1
(z)dz:/ flxi+tyr+e)dt e f(z)dz:/ fler +t,y1)dt
OR- 0 dR 0

Sia dunque g(z,y) = f(z,y) — f(z,y1), percio
glx1+ty1 +¢e) = flz1 +t,y1 +¢) — f(o1+t,01)

e basta quindi dimostrare che

T2—T1

lim g(x1 +t,y1 +e)dt =0

e—0 0

Osserviamo che g(z,y) = 0 su y = y; e, in particolare, su [z1,x2] X {y1} che & compatto.
Dunque V6 > 0 3p > 0 tale che |g(p)| < d per p € (1 — p,z2 + p) X (y1 — p,y1 + p).
Quindi per 0 < € < p, abbiamo

e—0

To—T1
/ g(xy +t,y1+s)dt‘ < (rg—11)0 =
0

XT2—T1
lim/ g(x1 +t,y1 +e)dt] < (x2 —21)0
0

Quindi, per arbitrarieta di § > 0,

To—T]

lim g(r1+t,y1 +e)dt =0

e=0 Jo
Terzo caso: s divide R in due parti.

Siano R; la parte superiore e Ry quella inferiore:

(2)dz = (z)dz + f(z)dz
OR ORy OR>

18Se ¢ & abbastanza piccolo.
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Poiché l'integrale lungo il lato in comune (quello su s) si semplifica, per il Secondo caso,
(2)dz = f(2)dz=0= f(z)dz=0
ORy OR> OR

O]

Definizione 4.5.1. Dati o una curva chiusa C' a tratti in C e zy che non sia nell’immagine di o,
[indice di avvolgimento di o attorno a zg €

1 d
Ind(a, 29) = / :

211 zZ— 20

Teorema 4.5.3 (Formula integrale di Cauchy).
Siano U un aperto di C e f : U — C olomorfa. Se inoltre o & una curva C' a tratti chiusa che in U
é omotopa alla curva costante (cioé un punto) e zo € U tale che zy ¢ Imm «, allora

B Om

27 Jo, 2 — 20

Ind(ev, 20) f(20) =

fe)=f(z0) # 20
Dimostrazione. Sia g(z) = T . Poiché f e olomorfa, segue che:
f'(20) z =20

(D g & continua;
2 g & olomorfa in U \ {zp}.

Quindi, g(z)dz e una 1-forma chiusa.
Adesso vogliamo calcolare

perché o ~ pt in U. Dunque
1 _
/ f2) = f(=0) 4. _
2m J, 2z — 2o
Ovvero, abbiamo verificato che

i f(Z) dz—i f(ZO) dZ:f(Z()) 1 / 1
02— 20

2mi o,z —20 | 2mi ), 2z — 20 2mi

dz = f(20) Ind(e, 20)

O]

Teorema 4.5.4. Siano B = B(zy, R) palla aperta e h : 9B — C continua. Se f : B — C ¢ tale
che f(2) = 5= hw) quw, in cui o : [0,27] — C\ {20} ¢ tale che a(t) = Re' + 2, allora

T 2miJa w—=z

1. f si esprime come una serie di potenze centrata in zg di raggio di convergenza R.
X 1 h(z)
— n —
2. f— Zoan(Z—ZO) , CON Qp = %fawdz
=

Dimostrazione. Dimostriamo la formula nel caso zg = 0.

1) = 5 [ 2 du

27 w— z

in cui |{w| = R e |z| < R. Dunque

11 1 _1§:z”_§: 2"
w—z w 1—2 w wn wntl
n=0 n=0

Z
w
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= f(z) = ;m./ahw) (Z w) dw = % ) (Z ffiﬁiz”) dw =

n=0 =0

poiché |z| < R = |w|, Z ‘wnﬂ‘ = Z Rn+1 < —|—ooe quindi

-3 on ([ an) = 3 (o [ )

n=0

an

che ¢ la tesi nel caso zg = 0.
Nel caso generale, g(z) = f(z + 20) si scrivera in serie di potenze centrate in 0:

1 h
Zanz conan_Qm/(zr:fO)dz

n=0

Dunque

1 h(z
f(z) =g(z — 20) ZanszO ,ConanZQ—m, a(Z—»(ZO;"HdZ

O

Teorema 4.5.5. Se U ¢é un aperto di C, f : U — C ¢ olomorfa e m C U, allora

@ f & esprimibile come una serie di potenze centrata in zo con raggio di convergenza > R;

@ f(z) = Tgoan(z — 20)", con ap = 5= [ (w_fz(%dw in cui & [O,fﬁ] : Reitc+ .
Dimostrazione. Per |z — 29| < R, Ind(a, 2z) = 1 e, per la Formula integrale di Cauchy,

z) = 1/ Sw) dw
21 J,w — 2

e poi applichiamo il Teorema [4.5.4 O

o0

= > 2", con |z| < 1.

Esempio 79. f(z) =

Infatti, se la guardiamo per z € R, allora f(z) non & definita in z = 1 e quindi ha senso pensare
oo

che la serie > 2" non converga per z > 1.
n=0
o
Esempio 80. f(z) = H% = > (=2%)", con |z| < 1.
n=0

Infatti, & definita su tutto R, ma ha singolarita in z = +i.

19Non dipende da w quindi converge uniformemente.
20Qui « & centrato in 0.
21Qui o € centrato in zg.
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Esercizi VIII settimana

Esercizio 82 (Branca standard del logaritmo complesso).

Sia U =C\ (—00,0] e sia L: U — C definita da Mg(i):%
Fle) =loglel tan(s) [ T\“\ﬂw t-e e pik s to
dove arg(z) é scelto in (—m, ). Y o fe) -
ou O(D’M»-':f

(1) Dimostrare che L & continua e che e“%) = z per ogni z € U.

Infatti,
eﬁ(z) _ elog|z\+iarg(z) _ 6log\z| . eiarg(z) _ |Z’ . eiarg(z) Z

Per vedere che L sia continua, poiché z — log|z| ¢ chiaramente continua El, basta verificare che
anche arg : U — (—m, 7) sia continua.

Caveat: arg; : C* — [0,27) o argy : C* — [—m,m) NON (=)
L. . < g . . o 2, w“b’tl v O
sono continui: il primo e discontinuo in x Vx € R tale che :
x > 0, il secondo e discontinuo in x Vx € R tale che x < 0: 2, o, [= )4/2,/;/
T
per esempio per arg; (e analogamente per arg,) si ha cio
che accade nel disegno a fianco. ey (X )=0
YxeR, x>0
Poiché U non contiene la semiretta reale non positiva, il “nostro” arg : U — (—m,7) € continuo,

ad esempio, perché sono continue le sue restrlzlonl a%;h aperti di o uesto ricoprimento fondamentale
Uy ={z € U]| Re(z) >0} su cui arg(z) = arctan ; Ro() — arctan £ "4 & ovviamente continua.

Uz ={z € U| Im(z) > 0} su cui arg(z) = § — arctan { & ovv1amente continua.

Us ={z € U| Im(z) <0} su cui arg(z) = —5 — arctan ;/ ¢ ovviamente continua.

(2) Dimostrare che, se f : U — C ¢ una funzione continua tale che el(?) = 2 per ogni z € U, allora
esiste un n € Z tale che f(z) = L(z) 4 2mni per ogni z € U.

Sicuramente ef() = 1 — f(1) = 27ngpi per un certo ng € Z Mostriamo che questo ng “vada
bene” Vz € U, cioe f(z) = L(z) 4+ 2mngi Yz € U. Ci sono almeno due modi semplici per vederlo:

(a) f,L continue = f — L: U — C continua: Vz € U,

Je-ce _ ¢ 2
eﬂ(z) z

per cui f(z) — L(z) € 2miZ, ma U ¢ connesso e 2miZ ¢ discreto, dunque totalmente sconnesso,
per cui f — L & costante.

sollevano l’'inclusione di U in C:

(b) Osserviamo che f:U — Ce g [zj

—
—  L(2) + 2mnoi

Cc
2k

U——~C

22Per definizione di argomento di un numero complesso.
B composizione di funzioni continue.

2 D’ora in poi sara sottinteso z = & + .

25 Abbiamo visto che e* = 1 <= z = 2mni, con n € Z.
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Inoltre, f(1) = 2mnoi e g(1) = L(1) + 27nei = 2mngi, per cui f e g coincidono in un punto.
Essendo U connesso, dalla Teoria dei rivestimenti abbiamo 'unicita dei sollevamenti, per cui
f =g, cioe f(z) = L(z) + 2mngi Vz € U.

(8) Dimostrare che L é olomorfa verificando le equazioni di Cauchy-Riemann.

Vediamolo ad esempio su Uy = {z € U | Re(z) > 0} P% vz € Uh

L(z) = log |z| + i arctan C a(z,y) +ib(z,y)
x

con a(z,y) =log /22 +vy —llogx +y?) e b(z,y) = arctan £

da 1 2z x oy 1 Y
or  2x%2+y> 22+ oz x21+% 2 + y?
da 1 2y gy o 11 oz
oy 2x2+y? 2242 gy w14 2?+y?
X
Dunque effettivamente % = f% e g—z = gg come voluto.

(4) Dimostrare che U ¢é un dominio massimale per L, ovvero che non si puo estendere L a un
dominio piu grande.
In altre parole, non esistono U' D U e L : U’ — C olomorfa tale che L, =L

Supponiamo per assurdo che un tale U’ esista, dunque U’ deve contenere un certo zo € R tale che
xo < 0. Diciamo perd che £ non puo essere continua (né tanto meno olomorfa percio), in zg. Infatti,

lim L(zg+ih) = lim L(xg+ih) = logzy + im
h_>0+(0 ) h_>0+(0 ) g o
lim L(zo+ih) = lim L(zg+ ih) = logxo — im
h—0— h—0—
Mentre, se zg = 0, allora i due limiti qui sopra non sono finiti. In ogni caso, £ non ¢ continua in .

(5) Per ogni zo € U esprimere L come una serie di potenze in ogni intorno di zg.

Verifichiamolo su Uy 7k

X X
e R 1 P
ALompriy = | " 7 7 ) | per cui dc. (o) =| "
z2+y2 z2+y $2_;’_y2

Rileggendo questa uguaglianza tramite R? = C, abbiamo

L'(z) =dL,(1) =dL,(1+0i) =dL, (é) =3 —T—yQ _imle_gﬂ _ 52——1_2;2 _ |ZZ|2 _ é
Dunque, supponendo che £ sia analitica, £(z) = f:o an(z — 20)", con a, = L(njl!(zo).
L) =, )=, () = 3,
L) = -2, 7 () = (- =D
Per cui
£0)ag) = (17— £) = L) + Z e .

Alcuni punti dell’esercizio si sarebbero potuti svolgere anche diversamente (e piu velocemente) usando
alcuni elementi di teoria (gia fatta o da fare).

261,¢ verifiche su Us e Us sono analoghe.
2TCome prima, su Us e Us i calcoli sono analoghi.
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Esercizio 86. (1) Calcolare
[
y 2
dove 7y : [0,27] — C ¢ definita da y(t) = e*.

(2) Si dimostri che la forma % é chiusa.

Dimostrazione. (2) 1 & olomorfa, quindi 1 dz & chiusa.

Dimostrazione alternativa. Per ogni punto esibiamo un intorno in cui la forma sia esatta, oppure,
equivalentemente, ricopriamo C\ {0} con aperti nei quali la forma sia esatta.

Siano Uy =C\ (—00,0] e U- = C\ [0, +00).

Negli esercizi precedenti @, le funzioni olomorfe £ : Uy — Ce L : U_ — C erano due “logaritmi”
possibili e, in particolare,

dﬁzdL:ldz:w
z

(1) (Soluzione un pochino piu generale: nell’Esercizio [86| sarebbe stato zg = 0.)

1 d 1 [? 1 , 1 [?
Ind(~, 29) = S ——ietdt = — 1dt=1
2
v ™ Jo

2mi J, z— 20 2mi Jy e+ 29— 20

O

Osservazione 117. Sia o una qualsiasi curva C' a tratti chiusa in C\ {20} tale che a(0) = P.
Conoscendo gia 7 (C\{zo}, P) = Z, possiamo affermare che, a meno di omotopia, o ¢ omotopa a ng,
conn € Z, dove 3:10,21] — C ¢ la curva B(t) = zo + (p — 20)e™ e, in particolare, poiché l’integrale
e invariante per omotopia,

1
Ind(c, z9) = =— / dz = 1 , dz =n
2 Jo 2 —20 2T Jpp 2 — 20

28Vedasi Esercizi VIII settimana, Esercizio ed Esercizio 83.
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4.6 Teorema di Liouville

Teorema 4.6.1. Sia f: C — C olomorfa. Se f e limitata, allora é costante.

oo
Dimostrazione. f si puo esprimere come serie di potenze centrata in 0, f(z) = ) a,2", convergente

su tutto C
Dimostriamo che a,, = 0 Vn > 0:
1 (w)

it
ap = — dw, con agr(t) = Reé'
"o f,, wntd ’ ®)

L[ f(Re") it 2T f(Re™)
:} an = 277” 0 Rn—i—l(ezt)n—l-lR Z dt 27T 0 Rneznt dt
Poiché f ¢ limitata, cioe |f| < L su tutto C,
| | B 27 f Rezt) 4l < 1 /27r f(Re'Lt) - 1 2m L & — L
an 0 Rnetnt =~ 2 J, Rneint =~ 2 J, R" Rn
Quindi |a,| <z L VR > 0.
In particolare, \an| =0Vn>1=a,=0Vn>1= f(z) = ap, cioé f & costante. O

Corollario 4.6.2 (Teorema fondamentale dell’Algebra).
Se f & un polinomio tale che deg f > 1, allora f ha almeno una radice.

Dimostrazione. Supponiamo che f non abbia radici: sia dunque g(z) = f(lz)

definita su tutto C.

g(z) e limitata infatti, poiché f & un polinomio di grado almeno 1, Ve > 0 3R tale che, se |z| > R,
allora f( < € Quindi, per il Teorema di Weierstrass, g ¢ limitata, dunque, per il Teorema di
Liouville, g & costante e quindi anche f e costante. O

una funzione olomorfa

9Perché, per il Teorema possiamo prendere la palla grande a piacere.
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4.7 Principio della media

Teorema 4.7.1. Se f: U — C ¢ olomorfa, con U un aperto di C, e B(z9,R) C U, allora

1 21

f(z0) = f(Re™ + zp) dt

27 Jo

Dimostrazione. Applichiamo la Formula integrale di Cauchy alla curva «(t) = Re + 2z, con
t € [0,2n], tale che Ind(e, zp) = 1:

1 f(2) L (" f(Re" + 20) ., Lo it
= dz = — = jRe"dt = — Re' dt
f(z0) 271 Jo 2 — 20 “ 7 omi 0 Reit ¢ 27 Jo J(Re™ + 20)

4.8 Principio del massimo

Teorema 4.8.1. Data f: U — C olomorfa, con U aperto connesso di C e zg € U, se

|f(20)] = max {|f(z)| : z € U}
allora f & costante.

Dimostrazione. f & analitica, quindi basta dimostrare che sia costante in un intorno di zg.

Possiamo assumere che f(zg) € R4, altrimenti sostituiamo f(z) con Af(z), dove A ¢ costante e |A| =1,
e osserviamo che |Af(z)| = |f(z)|. Scegliendo opportunamente A, possiamo assumere Af(zp) € R4.
f(z) = g(2) +ih(z), con g,h reali, |f(2)] = v/g%(z) + h?(z) e, in particolare, |g(z)| & massimo in
z = zp: infatti, sicuramente |g(z)| < |f(z)| e g(20) = f(20). Per il Principio della media,

1 2

flz0) = o f(Re™ + z) dt, VR tale che B(zg, R) C U
m™Jo

che equivale a

1
2T

1
2T

2 ) 2w )
Re (f(20)) = g(20) = /0 g(Re" +z)dt e Tm(f(20)) = h(z0) = /0 h(Re" + z) dt

Dimostriamo che, se B(zg, R) C U, allora g(Re® + z9) = g(20): per assurdo, supponiamo che 3R, to
tali che g(Re'® + z) < g(20). Percio, per continuita, per ¢ vicino a to, g(Re + 29) < g(20).

1 27 ) 1 2
9(20) = 27r/0 g(ReZt + zp)dt 271/0 9(20) dt = g(20)

Assurdo, quindi g(z) = g(20), cioe & costante in un intorno di zp.
Dunque, f(z) = g(z) +ih(z), con |f(2)]| < g(z0), quindi in questo intorno, h(z) = 0.
Quindi, in un intorno di zp f(z) = g(20), ma quindi, per analiticita, f & costante dappertutto. O

30Visto che g(zo0) & massimo, varrebbe <, ma in realti vale < perché g(Re®™ + 2z0) < g(20).
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4.9 Singolarita

Definizione 4.9.1. Data B = B(zy, R) palla aperta e f : B* = B\ {z0} — C olomorfa, zy si dice
punto singolare di f.

Vogliamo capire le differenze tra le varie “singolarita”.

Definizione 4.9.2. > a,(z —20)", con a, € C e z € C, ¢é detta serie di Laurent centrata in zg.
nezZ
Diciamo che é convergente in z, se sia f1 = > an(z — 20)" che f— = > an(z — 20)" convergono.
n>0 n<0
Com’e fatta la regione di convergenza di una serie di questo tipo?

Dobbiamo capire quando convergono fi e f_.

Per fi, AR > 0 E| tale che fi converge assolutamente per |z — zp| < R.
Ricordiamo anche che, per p < R, f4 converge uniformemente in B(zg, p).
Per f_, analogamente,

E an(z — 20)" g am< )
Z — Z
n<0 m>0 0

1
P

“Magari R = +o0.
®Questa serie in w = 2 lz

1 “q
ozl < o f— converge assolutamente, ovvero, per |z — zg| > p, f-
converge assolutamente e inoltre, se r > p, allora la serie converge uniformemente in |z — zg| > 7.
Notazione: la corona di centro zg e raggi p, R, con 0 < p < R, ¢ C(p,R,20) ={z : p <|z — 20| < R}.

Conclusione: una serie di Laurent converge assolutamente in una tale corona C(p, R, 20).

Osservazione 118. In questa Definizione accettiamo anche p =0 e R = +oo.

quindi dp > 0 m tale che, per

Osservazione 119. Se f = > an(z — 20)" & una serie di Laurent convergente in C(p, R, zp), allora
neZ

1. f é olomorfa.

2. ap = %fa%dz incuin€Z ea(t)=z +re, conp<r<Retel0,2n].
Dimostrazione. (1.) Ponendo f = fi+ f_, f4 & olomorfa in |z —z| < R e f_ & olomorfa in = ZO| < =
quindi f & olomorfa in C(p, R, 2p).

(2)
~ 1 f(2) 1
ap = — | ——————=dz am(z — 2z ———dz
" 2mi /a (z — zo)"t! 2m Z " )" (z — zo)"t!
Osserviamo che lungo « convergono uniformemente sia f che f_. Dunque
~ ZU +ret — ZO)m - it 1 o m—n _,it(m—n)
an rie” dt = — amT e dt =
= o Z (20 4 rett — zp)nt1 27 Jo Z "
meZ
2w
= Z rm_”am/ eitm=n) qp — 0o
2m Jo 27 "
meZ
perché questi integrali sono tutti nulli tranne quello per m = n che fa 027r 1dt = 2m. ]

Osservazione 120. In particolare, l’espressione di una funzione come serie di Laurent ¢ unica.
Infatti, 1 suot coefficienti si calcolano con la sequente formula:

1 f(z)

31Possibilmente proprio p = 0.
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Adesso vogliamo dimostrare che tutte le funzioni olomorfe in una corona sono serie di Laurent
convergenti in quella corona.

Teorema 4.9.1. Se 0 < p< R <40 e f:C(p,R,z)) —> C ¢é olomorfa, allora f si esprime come
una serie di Laurent convergente in questa corona.

Dimostrazione. Per semplicita, assumiamo zg = 0.

Vogliamo mostrare che f(z) = Y an(z — 20)"™ converge assolutamente
neZ

per p < |z| <Rean:%fﬁgn(ﬁ dzﬂdoveﬂ:reit, conp<r<R.
Scegliamo un cammino « al quale applicare la Formula integrale di
Cauchy (Teorema , per esempio quello in figura, e osserviamo
che il tratto in direzione radiale viene percorso una volta in un senso e
una volta nel senso opposto.

Applichiamo dunque la Formula integrale di Cauchy:

“Questi integrali non dipendono dal raggio scelto.

Ind(a, 2)(z) = L[ L S L g,
27m — z 211 lo|=Ry O W — 2 27 elmpr & W — 2
J(w) flw)
T omi LW 2 dw omi Jsw— 2 dw, in cui y(t) = Rie" e §(t) = p1e”.

Se vogliamo sviluppare ﬁ lungo ~, allora

1
— = Z T < +00, perché |z| < Ry = |w.

w n>0

, perché |w| = p1 < |7]

1 1
=== %_ Z

- n>0

Adesso applichiamo di nuovo la convergenza uniforme di tali serie:

PR R Y (ORI Ny (C
2m Jyw— 2z 2m Jsw — 2

_ 1 fw)\ ! n 1 _

“5a ), Z>0<wn+1>z o g | 00 | =

_ f(w f(w) B
o 27TZ/Z n+l1 2w +27TZ an+lzndw_
n<0
- Z 2mi w”Jrl i Z 2mi w”Jrl o Z an?"

neZ

O

A noi interessa il caso in cui p = 0: C(0, R, z9) = B(z0, R) \ {20} = B*. Dunque, se f : B* — C
& olomorfa, allora zy € una singolarita.

Definizione 4.9.3. Sapendo che f(z) = > an(z — 20)" € una serie di Laurent convergente nella
neZ

corona C(0, R, zp), diciamo che

e 29 ¢ una singolarita eliminabile, se a, =0 per n < 0.

In questo caso f si estende a una funzione olomorfa in tutto B e 1i_>m f(z) = ap.
zZ—20
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e 29 ¢ un polo di ordine k, se a_;, # 0 per k >0 e a, =0 per n < —k, ovvero

flz) = Z an(z — 20)" = (Z_le)k Z an(z — zo)”+k = (g(z)k

z — Z
n>—k n>—k 0)

=g(z) olomorfa

Osserviamo che lim |f(z)| = +oo.
Z—Z20

o Altrimenti, zy € una singolarita essenziale.

Definizione 4.9.4. Dato U aperto di C, una funzione f si dice meromorfa su U, se é definita su
U\ S, con S un sottoinsieme discreto di U EL f:U\S — C e s ¢ una singolarita eliminabile o un
polo Vs € S.

Teorema 4.9.2 (Riemann-Weierstrass).
Data f : B — C olomorfa,

@ se |f] é limitato in B*, allora zy € una singolarita eliminabile;
@ se zp ¢ una singolarita essenziale, allora f(B*) é denso.

Dimostrazione. (1) m Sappiamo che f(z) = > an(z — 2zp)™ & convergente in B* e che
neZ

L[ G

it
=51 |, G sy 4 om0 =204 <
Qe — <0

vogliamo dimostrare che a,, = 0 per n < 0:

Qp = i 7 /(=0 .+ ce”) cie dt = S (0 +.€€it) dt = : /27T f(zio + =) dt
2mi Jo (20 + et — zp)nHl 27 Jo gnetnt 2me™ Jo eint
1 2 " 1 2 L
dt < —— Ldt=—
o < 5oz | v ars o | =
perché f e limitata, dunque |f| < L in B*.
Pern=-m <0, [a_p| <™ = 0 e quindi |a_p,| =0 ¥Ym > 0, cioe Vn < 0.
E—

@) Vogliamo dimostrare che f(B*) ¢ denso. Per assurdo, supponiamo che non lo sia, cioé 3B(wy, p)
che non intersechi Imm f: |f(w) — wo| > p > 0. Consideriamo dunque

1
| f(2) — wol

g & limitata, quindi si estende ad una funzione olomorfa su B. Su B*, g(z)(f(z) — wo) = 1.
Essendo olomorfa, g(z) = (z — 29)*h(2), con h(z) olomorfa, h(zg) # 0 e k = ord(g, z) Y dunque

(z — 20)*h(z) (f(z) —wo) =1

olomorfa in B* e tale che |g(z)| = <

1 1
= 5w, ,

Vicino a zg h(z) # 0, quindi
F) = i+
)= —————7t+w
h(z) (z=z)F
Questo mostra che vicino a zg

f(z)= ) balz—2)"

ma, vicino a zq,
F(2) = an(z—2)"
neZ
quindi a, = b, Vn 4 perché va contro al fatto che la singolarita sia essenziale. O

328pesso, per noi, S sard un insieme finito.
33Molto simile alla dimostrazione del Teorema di Liouville.
344 non pud essere = 0.
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Definizione 4.9.5. Se f ¢é meromorfa in U aperto connesso di C, ha un numero finito di ze-
Ti Wi, .., Wy € un numero finito di poli z1,...,z, in U, allora gli zeri di f in U contati con
molteplicita sono

Z(f,U) :iord(f,wi) >0
i=1

e i poli di f in U contati con molteplicita sono
P(f,U)==> ord(f,z) >0
i=1

Definendo ord(f, z9) := min{n € Z|a, # 0} [’} se 2 & uno zero, allora ord(f, z) = ordine di z come
zero di f, mentre, se z ¢ un polo, —ord(f, z) = ordine di z come polo di f.

Esempio 81. f(z) = m e meromorfa su tutto C, ha poli in z =1,2 e zeri in z = 0.
z=1:

22 1
f6) = 5 |7=5 = =D 792)

e, poiché g(z) € olomorfa vicino a z =1 e g(1) # 0, l'ordine di polo di f inz=1¢1 eord(f,1) = —1.
z = 2: analogamente ¢ un polo di ordine 1.
z=0:

1

CRCRR R

f(z) =2

e, poiché g(z) é olomorfa vicino a z =0 e g(0) # 0, 2 =0 & uno zero e ord(f,0) = 2.

Z(f) =2 P(f) =2

Infine, se siamo nella situazione precedente, allora ord(f,U) = Z(f,U) — P(f,U).
Nel nostro Esempio ord(f)=2-2=0.

3Dove . an(z — 20)™ & lo sviluppo in serie di Laurent di f.
nez
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4.10 Residuo di una funzione in un punto singolare

Definizione 4.10.1. Se f : B* — C ¢é olomorfa, con B* = B(zp, R)\{z20}, allora f = > an(z—20)"
nezZ
e il residuo di f in zg ¢
R‘es(fv ZO) =a-1
Domanda: perché proprio a_1?

Osservazione 121. Data una curva o = zy + e, con 0 < ¢ < R,

1
Rest ) =1 = g [ = g [ 19

Osservazione 122. Se f: B* — C, con f 0, e zg € un polo[ﬁ allora

f(2) = (z — 20)*g(2), con g(z0) # 0 e g(z) olomorfa.

Consideriamo la sequente forma

e calcoliamola:

= h(2) = +Zb z—z)"
n=0

— Res <J;((ZZ)), zo> =k = ord(f, 20)
Res(f, z0) = /f

Teorema 4.10.1 (Residui).

Se U é un aperto di C, S ¢é l'insieme dei poli di f, con S C U discreto, f : U\ S — C & olomorfa
e siano K C U omeomorfo ad un disco chiuso, a una curva C' a tratti che percorre il bordo di K in
senso antiorario e SN OK =0, allora

@O T =SNK ¢éun insieme finito (cioé del tipo T = {t1,. .. ,tm});

@ 55 Jo F(2)dz = 3 Res(f.1).
teT
Dimostrazione. (I) S & un insieme discreto e K ¢ un compatto, quindi S N K & finito.
@) Siano aj,ag,as,... dei cerchietti attorno ai punti ¢i,t9,ts,... e siano (\:{
aq, g, a3, ... tali che e
a1 :'yl*al*fyl_l,...

360ppure 2z & una singolaritd eliminabile.

37 gg(( )) & olomorfa vicino a zo perché g(z) & olomorfa e g(zo) # 0.
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con 7; che va da un punto p sul bordo a uno del cerchietto descritto da «; [
aﬂ&l*&g*---*&’m

dunque

eri/af(@dz;m/&l*w&m OIS 271rz'/aif(z)dz_
:,m12jrz'(Lif(z)dZJf/%f(Z)dZ—Lif(z)dz):

a;

%Y1, 72,73, ... le scegliamo C* a tratti.
*Omotopi come cammini in K \ 7.

“Visto che f(z)dz & una forma chiusa in K \ T.
“Visto che f(z)dz & una forma chiusa in K \ 7.

Presi tre punti come in figura, & vero che a ~ & * Qg * &g in
D\ {z1, 22, 23}, ma bisogna stare attenti: & ¢ a; * ag * ag e anche i tratti
~; che uniscono P ad &; non possono essere presi a caso, “devono” essere
proprio i segmenti uscenti da P in senso antiorario al crescere di .
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4.11 Teorema della mappa aperta

Osservazione 123. Applichiamo il Teorema dei residui a % ad una f meromorfa su U.

Siano f : U — C meromorfa, U connesso e f # 0, siano inoltre S; insieme dei poli di f e Sy

I'insieme degli zeri di f. % ¢ olomorfa in U \ (51 U Sp) e ha poli nei punti di S =51 U Sp.

Se K e « sono come nel Teorema [4.10.1| (0K NS = (), allora

1 rdf 1 [f f
i /. :m/afdz: Z Res<f,s>: Z ord(f,s) =

seSNK seSNK
= Z ord(f,s) + Z ord(f,s) = Z(f, K) — P(f,K)
s€SoNK seS1NK

Teorema 4.11.1 (Mappa aperta).
Se f:U — C ¢é olomorfa, U é connesso e f non é costante, allora f é un’applicazione aperta.

Dimostrazione. Sia zy € U tale che f(z9) = wp. Vogliamo che f(V) D intorno di wy per ogni intorno
V di zg. Scegliamo V' = B(zp,¢): vogliamo quindi dimostrare che 3§ > 0 tale che f(V) 2 B(wy,?),
ovvero, vogliamo dimostrare che l’equazione f(z) = w, per w € B(wy, d), abbia almeno una soluzione

f(2) —wo = (2 — 20)*g(2), con k >0, g(z) # 0 e g(z) olomorfa

In particolare
ord (f(z) — wo,20) =k >0

f(2) — wp non ha altri zeri oltre zy in un intorno abbastanza piccolo di zp.

A meno di scegliere € abbastanza piccolo, possiamo supporre che zg sia I'unico zero della funzione
f(2) —wo in V e, in particolare, wo ¢ f(OV) => 36 = d(wo, f(OV)) >0

Vogliamo dunque dimostrare che, se |w — wy| < §, allora w € f(V).

Consideriamo f(z) — w e vediamo se ha degli zeri: chiamiamo g,, := f(w) —w

/ 1 / ?
Z(gw,V) = Z Res <gw V> = 27”[; QW(Z) dz >0

z€V tc. f(z)=w Juw v gw(z)

Dobbiamo far vedere che, se |w — wp| < 0, allora

1 9u(2)
ﬁ ov gw(z) dz>0
1 f'(2)

h(w) : dzeZ

2w Jov f(2) —w
h(w) & continua in w e h(wy) = k perché 'equazione f(z) = wp ha soluzione z = zj.

Osserviamo che, se |w — wp| < §, poiché |f(z) — wo| > 6, allora f(z) —w # 0.

V' & una palla aperta, quindi A & costante ed € dunque sempre uguale a k > 0. O

3¥Distanza tra wo ¢ f(OV).
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4.12 Calcolo degli integrali definiti

+o0o 1
[
oo 142

€ un integrale convergente assolutamente.

Consideriamo f(z) = ﬁ:

400 1 R 1
/ — dr = lim dx

oo 14z R—too J_p 1+ a*
dove ffRﬁdx: faR f(z)dz, con R {_I? Rl : (t: .

Se Br: [0,7] — C

L peit © K={z€C|Im(z) >0e|z| <R}, allora

= f(2)dz = 3" Res(f, 1)

21 ap*Br e

1 1
T 144 (z=C)(z =)z — )z =)

_1
1424

1 1 1

3 . (z)dz + 3 . f(z)dz = 9 . f(z)dz = Res(f,(s) + Res(f, Cg’)

f(z)

Per R > 1, non ci sono poli della funzione lungo la curva apg * Bg.

1 1 1 [?"  iRe" 1 [?™ Ret
orr adz= o o At = oo ~ pan
210 Jp, 1+ 2 2mi Jo 14 Rie® 2r Jo 1+ Rte

1 2 R 1 [ R R 1 (% R
— dol< — [ — 2 @< | S @g=—t [ qdgr=
2m'/Rf(Z) Z—27r/0 11+ Rie =27 ), R _1 R4—127r/0 Ri 1
— lim 1/ F(z)dz| =0
R—0 |27 Br & A1
1 1 5
o aRf(Z)dZJF% o (2)dz = Res(f,(s) + Res(f,(3)

Applicando il lim a quest’ultima espressione,
R—+o00

1 tooo du

210 J_oo 1+t

Visto che (24 +1) = (z — 3)(z — )z =)z — Cg) = (2 — ()g(2),

1 h(2)
1—|—Z4 _Z—Cg’

dx
1+

+oo
+ 0 = Res(f,(s) + Res(f, (g) e / 1= 27ri(Res(f, ¢s) + Res(f, Cg))

con h(z) olomorfa vicino a (g e h({g) # 0

io hn(z - CS)n

o h() S B n—1
R +;hn(2 (s)

z— (8
1 1 1 1 1
Res [ ——,Cs ) = ho = h((s) = = : : -
- es<1+z4’gs> =) = S T e-8 G- G-d
1 1 1 1 1 1 1 1 1 5 1

@@ 1-d 1-¢ @ 1-i 141 1+i 4
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Esercizi IX settimana

Esercizio 87. Sia f: U — C una funzione continua tale che la forma w = f(z)dz sia chiusa.
(1) Si dimostri che se F ¢ una primitiva locale di w allora F é olomorfa;
(2) Si dimostri che f é olomorfa.

Dimostrazione. (1) Localmente w = dF, quindi

OF _ 1 (9F _ ;9F\ _
0z — 2\ oz Zay —f(Z)
OF _ 1 (9F OF \ _

0z — 2 3x+Z6y =0

perché dF : U x C — C e dunque dFp[v] = dF(P,v) = %%(P). Inoltre, per definizione,

oOF OF
dFF = —dz+ —dz, con dz(P,w) = w e dz(P,w) =w
0z 0z
OF OF OF oF . _
= dF(P,v) = E(P) dz(P,v) + — 5% (P)dz(P,v) = P —(P)v+ g(P)v
Quindi dire che dF' = f(z) dz corrisponde a
oF __
5% =0
quindi F & olomorfa e F' = f.
(2) Se F & olomorfa, allora F' ¢ analitica e, in particolare, F' = f & olomorfa. O

In generale, quando vogliamo dimostrare che f sia olomorfa in un punto P, scegliamo un intorno
B =B(P,R) di P in cui w=df.

Esercizio 88. Si considerino le sequenti forme su {z € C : 0 < |z| < 27}:

1 1 1 1
w1 = —5dz, wy= : 1dz, wg=—dz, wg=-dz
e* — Z z

Quali di esse sono chiuse? Quali di esse sono esatte?

Dimostrazione. Per il Teorema di Cauchy (Teorema |4.5.1] “, w1 e wo sono chiuse.
Per 1’Eserc1z10 . w3 non e Chlusa infatti, se lo fosse, allora % sarebbe olomorfa, quindi lo sarebbe

anche il reciproco, cioe¢ Z, ma, come sappiamo, non lo e.
Verifichiamo che w4 sia chiusa.

Osservazione 124. Se f: U — C, allora f: U — C e

O p) _ iy TP+ 20) = T(P)_OF

ov 50 € - Ov

=-(P)

aFple) = d7(P.v) = 2 (p) = UL () — APy

Wy 1= %dz e chiusa, quindi, localmente, 3f tale che ws = df.
Per quanto detto, df = %dé = wy, quindi w4 e chiusa.

39Perché vale %—5 = 0 (vedasi Teorema [4.0.2).
4ODunque neanche esatta.
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Reminder da Analisi: data w 1-forma, cio¢ w = adx + bdy, con a,b: U — C funzioni C*,

Oa 0b
w € chiusa <= —

oy = oz
Infatti, se w = df, allora a 8—f eb= 8y’ dunque

o f _ @f _
oy Oydxr Oxdy Ox

Vediamo se wi, ws,wy Sono esatte.

w € esatta <= Vo cammino chiuso / w=0

(e}

Se w ¢ chiusa e a ~ § sono cammini chiusi omotopi, allora fa w= [ sw

Osservazione 125. Se dimostriamo che fa w = 0 Va che inizia e finisce in un punto P, allora questo
e vero anche per ogni cammino chiuso.

Quindi w ¢ esatta <= Vo € Q(U, P, P) faw =0, con P fissato.

Inoltre, se w & chiusa e o ~ 3, allora osserviamo che [ w= [ 5w, quindi basta verificare J.,w =0 per
« che varia tra i rappresentanti di UU.P.P)/~ = 71 (U, P).

IIlOltl"(),
« B « /8

dunque basta verificare che fa w = 0 Yo rappresentante di un insieme di generatori di (U, P).
Se prendiamo P =1,

m(U,P)=2

Per vedere se le forme wq,ws, w4 siano esatte o meno, basta calcolare
/wi, con at) = e et € [0,2n]
(6%

w; = 5 dz =d (—1) & chiaramente esatta, comunque
z z ’

/awl = /O%wl(a(t),a’(t))dt: /O%(wl)a(t)[a’(t)] dt = /OQW (eilt)Qie“dt:i/O% e”tdt =0

oppure,

/f )dz = Res(f,0) =0
27i
Wy = ez —=—7 dz non ¢ esatta, infatti, scrivendo

(e 9]

ez—lzz 1—zz ' == 29(z), in cui g(0) =1
n!

:/“2 / 2jm'/zg1(z) Az = Hes <zgl(z)’0):1

h( , con h(z) := g( y olomorfa vicino a z = 0 1} dunque

Res ("2) o) = nio) =1
("2.0) = o

L1
perché e

z

nfatti, h(0) = ﬁ =1.

197




infattih(z):ho+h1z+hgz2+h323+...:>%Z)Z%—Fhl—khgz—i-hgf—k... e hp = h(0) = 1.

Oppure, se a.(t) = e e t € [0, 27], allora

2
/h(z)dz_/ h(z)dz—>/ Edz:%ri;é()
a < Qe z e—0 0 z

Se wyg = %d? fosse esatta, allora %d? = df e dunque %dz = df, ma sappiamo che questa non ¢

esatta: 1
/ —dz = 273
o

Esercizio 91. Siano a,b numeri reali positivi. Si calcoli

/‘27T dt
o a2cos2t+ b2sin’t

(Suggem’mento: sia 7y : [0,27] — C una parametrizzazione del bordo dell’ellisse di centro 0 e semiassi
a e b; si consideri poi f,y %)

Dimostrazione. Sia a(t) = acost + ibsint, con t € [0, 27].

1 1
— [ —dz=1Ind(a,0) =1
2mi o, 2

:>2m:/(xidz:/02ﬂ <idz> (a(t),o/(t))dt:/o% azt)o/(t)dt:
(

/27r 1 ( int + ibcost) dt /27r acost —ibsint)(—asint + ibcost) dat
= ————(—asint + ibcos = =
o acost+ibsint 0 aZcos?t + b2sin?t
—a“ + costsint + rab(cos”t + sin
_/27r( 2 b2) tsint : b( Qt : Qt)dt_
) aZcos?t + b2sin?t N
_ /2“ iab n costsint (1 — a?)dt
o a2cos?t+b2sin’t  a2cos?t + b2sin’t
Dunque
/27r costsint (B — a2)dt =0
—a —
o a2cos?t+ b2sin’t
e, soprattutto,
2 2w
ab 1 27
dt =27 = dt = —
/g a2 cos?t + b2sin?t /0 a?cos?t + b2sin’t ab
]
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Esercizio 17. Se U ¢ un aperto di C, S C U ¢ discreto, w é una 1-forma chiusa su U \ S e a € una
curva chiusa in U \ S tale che o ~ pt in Q(U, P, P), dove P = «(0), allora

(1) Ind(a, s) # 0 solo per un numero finito di s € S. Sia T = {s1,...,sx} = {s € S| Ind(a, s) # 0}.
(2) Yi=1,...,k, sia a; un cerchietto tale che a;(t) = s; + g€t attorno a s;. Se xg € U\ T, allora
m1 (U, x0) = 7r1(U\T:ﬂfO)/<<al,...,a,€>>H

COM Qi = 7Y; * Qu * ’yi_l, dove v; € un cammino in U\ T tale che v;(0) = zg e (1) = s; + €.

(3) )
/aw—;lnd(a,si)/mw

Dimostrazione. (1) ain U & omotopa al cammino costante:
H:IxI—U Hy=a H =

Imm H =: K C U & compatto, « & si omotopa a xg, pero in K.

Poiché K & compatto e S & discreto, K NS ¢ finito e dimostriamo che, se s € S\ K, allora Ind(«, s) = 0.
Infatti, se s € S\ K, osserviamo che a ~ ¢ come cammino in U\{s}: 'omotopia e H : I xI — U\{s}.
(2) Lo facciamo per k = 1 e poi dovremmo applicare un’induzione. Sia V' = U\ {s}: vogliamo applicare
il Teorema di Van Kampen a 7 (V). Siano W = B(s,p) ez;1 € VN W.

771(U7 xl) =T (W’ xl) *r(VOW,z1) 7T1(V7 331) = m(U\{Sl}’xl)/<<a1>>

= m1(U,z1) = mU\{s1},21)/ <>

Inoltre, dati zg e x1 = s1 + &,
m1 (U, xg) = mU\{s1}h2o)/<a, >

(3) a ~ x, quindi [a]y = [xo] € m1(U, o) = mU\T\20) /<G ,....c@in>>.
Se v~ xg in U\ T e w & una forma chiusa in U \ T, allora [ w = 0. In 7 (U \ T, z)

[a]ing = [9105,97 ' 920ir 05 ' 930595 ' - - - gni gy, ']
B

B g1 az a’L2 az &7,,,7‘
:/ w+/ / / w—cl/ w+02/ w+03/ w+---+cn/ w
Qg Qi a; o al a2 as Qn

3 n
Ind(c, s1) = Ind(53, s1) = Z 9 T dz = Zlnd(aij, 1)
j=1 25 1
Visto che
1 sei=y
Ind(ay, s;) =
(i 54) {0 altrimenti
si ha ¢; = Ind(a, s1),...,¢, = Ind(, ¢, ), perciod
/w :Ind(a,sl)/ w—l—---+Ind(a,sn)/ w
« ol Qn
O]
2« @i,...,ar > & sottogruppo normale generato da &, . .., 0.
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Esercizi X settimana

Abbiamo visto come contare zeri e poli (con molteplicita) di una funzione meromorfa calcolando
/. SR fT dz. Sfruttando questo risultato dimostriamo quanto segue.
Esercizio 95 (Teorema di Rouché).

Siano U un aperto di C e f,g : U — C due funzioni meromorfe. Sia K = B(zy, R) C U e supponiamo
che f non abbia zeri o poli su OK e che |g(z)| < |f(z)| per ogni z € OK. Si dimostri che

Zr(f) = Px(f) = Zx(f +9) — Px(f +9)

dove Zi e Pk indicano rispettivamente il numero di zeri e poli contati con molteplicita interni a K.

Dimostrazione. Vt € [0,1] sia f; : U — U tale che fi(z) = f(z) + tg(z) cosicché fo = fe fi=f+g.
ft, essendo somma di funzioni meromorfe, &€ meromorfa. Inoltre, poiché f e g non hanno poli su 0K,
anche f; non ha poli su 0K. Oltretutto, f; non ha zeri su 0K, perché, se 3zy € JK tale che f(z9) =0,
allora. f(20) = ~tg(z0) = |f(20)| =t - |g(z0)| # poiché ¢ € [0,1] ¢ |g(2)]| < |f(2)| V= € DE.

Dunque, Vt possiamo applicare I’Osservazione [123] ottenendo

1 fi(2) 1 IHORR A

Zr(fe) = Pr(fe) = 27i ok ft(2) o 2mi Joi f(2) +tg(2)

E evidente che Z x(ft) — Pr(fi) dipenda percio in maniera continua da ¢ (infatti se t, —> t, allora
n

/ 1!
;::Ezg — f;(: uniformemente, dunque gli integrali f iy ;dz tendono a [ ft(z> dz).

Essendo continua a valori nell’insieme discreto Z, la funz1one t— Zg(fi)— PK( ft) € percio costante,
dunque

Zr(f) = Px(f) = Zk(fo) — Px(fo) = Zx(f1) — Px(f1) = Zx(f +9) — Px(f +9)

Esercizio 18 (2° compitino a.a.2019/2020).
Dato o € R tale che a > 1, si mostri che Jzg € C, con |zp| < 1, tale che zpe® * = 1.

fiC — C
z — ze7F -1
usare il Teorema di Rouché, vogliamo stimare dal basso |f(z)| per z € OB (cioe |z| = 1).
c — C
«

—z

Dimostrazione. Ci interessano gli zeri di che giacciono in B = B(0,1). Per

Anzi, facciamo una cosa piu furba: poniamo che & piu comoda di f sia nello

z —> ze
studio dei suoi zeri che nella stima del suo modulo e speriamo di poterla perturbare sommando
g(z) = —1 (cioe la costante —1). A questo scopo, stimiamo |h(z)| per |z| = 1, ottenendo
\h(z)] — |Zeozfz’ — |Z’ | o— Z| _ ‘ea Z| :.‘6 (cos 0+isin 6) | _ ‘ea7c059 . efisin9| —
— ‘ea—c0s9| . ‘e—isin0| — ‘ea—c050| — ea—cos@ 1
Dunque |h(z)| > 1Vz € 9B. Osserviamo che h € olomorfa (non ha poli), per cui, poiché, se g(z) = —1,

allora |g(z)| =1 < |h(2)| Vz € OB, possiamo applicare il Teorema di Rouché a h e h+ g, ottenendo

Zp(h+g) = Zp(h)

ma gli zeri di h + g sono esattamente le soluzioni di ze*~* = 1, che percio (in B) sono nello stesso

numero (con molteplicita) degli zeri di h, cioe delle soluzioni (con molteplicita) di ze*™* = 0.
Poiché e*™* # 0 Vz € B (addirittura Vz € C), ¢ chiaro che h(z) = ze®~# abbia un solo zero in B con
molteplicita 1. O

432 = cos @ + isin 6, poiché |z| = 1.

4Poiché a > 1, & — cosf > 0.
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Esercizio 96. Calcolare
T gint
—dt
0 t

Dimostrazione. Idea: usare il Teorema dei residui su una funzione olomorfa che si restringe a

per t € R oppure tale che la sua parte reale sia Sltit pert € R.

Regola empirica generale: cost e sint vanno spesso interpretati come parte reale o immaginaria di e’

e non come valore di cosz o sinz per z € R. Questo perché |cosz| e |sinz| vanno facilmente fuori
o0

sint
t

. . 2n . PN
controllo per z ¢ R ¥ Qui prendiamo cosz = > (—1)" én)! e analogamente per sin z, cioe cos z e

n=>0
sin z sono le uniche estensioni olomorfe di sin e cos.

Nel nostro caso pensiamo percio Sltit

quando z € R. Prendiamo percio f(z) =

. . . . elt N . . . . etz
come parte immaginaria di £, cioe parte immaginaria di -

€2 ¢ notiamo che f ha un polo proprio in 0 purtroppo. In

effetti, f0+°° Si?t dt non ha problemi in 0 perché s‘Tnt J)) 1, ma la parte reale di % perz€Rez—0

diverge, essendo %St
In ogni caso, essendo un polo, 0 non puo appartenere al bordo
della regione che useremo per sfruttare il Teorema dei resi-

dui. Consideriamo allora la regione Dp definita come in figura:

Su Dgr f € olomorfa, per cui

1z
/ e—dz:O
8Dg

ma il “mezzo giro” vicino a 0 dara un contributo di “mezzo residuo” in 0 (con segno negativo perché
Br va in senso orario). Dunque

/f(z)dz+ f(z)dz+/ f(z)dz+ [ f(z)dz=0
ap Br YR SR

per cui, prendendo le parti immaginarie, anche

/ (7)) dz + /B (7)) dz + / () d+ [ 1 (7)== o[

OR

Per costruzione,

_1 iz _1
/ Im(f(z))dz:/ RIm (€> dz:/ f Lmdt
QR —R z R t
. [_p 1 .
in quanto % [ R’t i : g . Analogamente, fq,R Im (f(2)) dz = fmtﬂdt.
R

Poiché SlTnt ¢ pari,

/ale(f(z))dz+/m1m(f(z))dz: /1Rs’itntdt

Dunque R
/om %dt = %RETOO (/aR Im (f(2)) dz + /WR Im (f(2)) dz> _
T % R < //33 Im (f(2)) dz + /5 ) Im (f(2)) dz>
o PR [o,tﬂ] — c

E@

4 . .

® Ad esempio cos(iz) = cosh z.

46Integrare una funzione a valori in C significa, per definizione, integrarne parte reale e parte immaginaria, per poi
ricombinare i risultati.

201



Ricordiamo che f(z) = % ha Res(f,0) = 1: infatti

 (iz)" iz)? iz)3
f(z)_iz(n') —i(1+iz+(2) +(3') +...>—<?+i+...
n=0 ) )

Dunque f(z) = % + g(z), con g olomorfa,

z)dz = 1z z)dz = " Bp(®) i Gy =
[ saz= [ Jas [ gas= [T [To(on) - shir)a

" 1 —iei(ﬂ'*t) " - i(m— .
:/0 a0 R dt+/0 9(Br(t)) - (=i ™Dy dt = —im 4 ...
R

per R — 4+

_ soi(m—t)

/O”Q(BR(t))wRdt <

che tende a 0 per R — +00. Dunque

lim f(z)dz = —im

R—+o00 Br
la cui parte immaginaria ¢ —.
op: [0,w] — C o
g (0,7 -+, quindi
t —s  Re't’
7 _iRe' ) T o
JE)dz = [ o -iRe dt = / je!Rlcostrisin) gy
Sk o Re 0
Stimiamo il modulo dell’integrando:
‘ieiR(costJrisint)‘ — leiRcostfRsint’ — |€iRcost . efRsint| — }efRsint’ — efRsint

Dunque

f(z)dz
OR

Vogliamo vedere che questa quantita tenda a 0 per R — +00. Ve > 0 scriviamo

/Tr efRsint dt = 2/2 efRsintdt —9 [/E efRsintdt_i_ /2 efRsint dt] < 2 e+ /2 €RSintdt]
0 0 0 € €

Su [5 ”], e~ fsint 0 uniformementem Dunque

</7r‘ieiR(cost+isint)‘dt</”€_Rsintdt
~Jo —Jo

’ 2

R—+4o00
: 2 —Rsint
lim e dt =0
R—+oco Jo
e percio
™ .
lim e Bsint gt < e 0=¢
R—+0 0
Per arbitrarieta di €, segue che
™
lim e~fisintqr — o
R—+o00 0

Ricapitolando,

+00 o3 1 1

4TPoiché g & olomorfa, questa quantit & uniformemente limitata, ad esempio, per R < 1.
48Perché e Bsint < o= Rsine yy ¢ [E, g]
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